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内容简介 

本书是为高等院校数学各专业“复变函数”课程编写的教材。它的先修课 
程是数学分析或高等数学。全书共分八章，内容 包括: 复平面，扩充复平面，解 
析函数，分式线性变换， Cauchy 定理， Cauchy 公式，幂级数，最大模原理， 
Schwarz 引理， Laurent 级数，留数及其应用，调和函数，解析开拓 ， Riemann 存 
在定理等。 

本书在选材上注重少而精，突出了复变量与实变董之间的关系、级数和 
积分表示方法，使之尽可能地满足数学各专业的需求，并充分地反映了复变 
函数的核心内容;在内容的处理上，体现了实分析与复分析的相同与不同之 
处，既注重定理的严格证明，又充分考虑了读者学习高等数学时的不同 背景； 
在内容安排上，由浅入深、循序渐进、深入浅出，便 T 教学与 G 学; 在叙述表达 
上,力求严谨精炼、清晰 易读。 为拓广所学知识，本书还增加了许多课堂之外 
供阅读的内容。另外，本书每章都配置 r 适量的习题，并在书末附有部分习题 
的解答或提示，供读者参考。 

• 本书可作为数学、物理学、力学等专业和相关学科的本科生教材或教学 
_考书，也可供从事数学或物理研究的科 技人员 参考。 


作者简介 

谭小江北京大学数学科学学院教授、博士生导师。1984年在 
美国韦恩州立大学获博士学位。主要研究方向是多复分析、复几 
何。已出版（与彭立中合编） 著作： 《数学分析》。 

伍胜徤北京大学数学科学学院教授、博士生导师。1992年在 
中国科学院数学研究所获博士学位。主要研究方向是复分析。# 



序 言 


自1995年以来，在姜伯驹院士的主持下，北京大学数学科学学 
院根据国际数学发展的要求和北京大学数学教育的实际，创造性地 
贯彻教育部“加强基础，淡化专业，因材施教，分流培养”的办学方 
针，全面发挥我院学科门类齐全和师资力量雄厚的综合优势，在培 
养模式的转变、教学计划的修订、教学内容与方法的革新，以及教材 
建设等方面进行了全方位、大力度的改革，取得了显著的成效。2001 
年，北京大学数学科学学院的这项改革成果荣获全国教学成果特等 
笑，在国内外产生很大反响。 

在本科教育改革方面，我们按照加强基础、淡化专业的要求，对 
教学各主要环节进行了调整，使数学科学学院的全体学生在数学分 
析、高等代数、几何学、计算机等主干基础课程上，接受学时充分、强 
度足够的严格 训练； 在对学生分流培养阶段，我们在课程内容上坚 
决贯彻“少而精”的原则，大力压缩后繞课程中多年逐步形成的过 
窄、过深和过繁的教学内容，为新的培养方向、实践性教学环节，以 
及为培养学生的创新能力所进行的基础科研训练争取到了必要的 
学时和空间。这样既使学生打下宽广、坚实的基础，又充分照顾到每 
个人的不同特长、爱好和发展取向。与上述改革相适应，积极而慎重 
地进行教学计划的修订，适当压缩常微、复变、偏微、实变、微分几 
何、抽象代数、泛函分析等后续课程的周学时。并增加了数学模型和 
计算机的相关课程，使学生有更大的选课余地。 

在研究生教育中，在注重专题课程的同时，我们制定了 30多门 
研究生普选基础课程（其中数学系18门），重点拮宽学生的专业基 
础和加强学生对数学整体发展及最新进展的了解。 

教材建设是教学成果的一个重要体现。与修订的教学计划相配 
合，我们进行了有组织的教材建设，计划自1999年起用8年的时间 



复变函数简明教程 


修订、编写和出版40余种教材，这就是将陆续呈现在大家面前的 
《北京大学数学教学系列丛书》。这套丛书凝聚了我们近十年在人才 
培养方面的思考，记录了我们教学实践的足迹，体现了我们教学改 
革的成果，反映7我们对新世纪人才培养的理念，代表了我们新时 
期的数学教学水平。 

经过20世纪的空前发展，数学的基本理论更加深入和完善，而 
计算机技术的发展使得数学的应用更加直接和广泛，而且活跃于生 
产第一线，促进着技术和经济的发展，所有这些都正在改变着人们 
对数学的传统认识。同时也促使数学研究的方式发生巨大变化。作 
为整个科学技米基础的数学，正突破传统的范围而向人类一切知识 
领域渗透。作为一种文化，数学科学已成为推动人类文明进化、知识 
创新的重要因素，将更深刻地改变着客观现实的面貌和人们对世界 
的认识。数学素质已成为今天培养高层次创新人才的重要基础。数 
学的理论和应用的巨大发展必然引起数学教育的深刻变革。我们现 
在的改革还是初步的。教学改革无禁区，但要十分穗重和 积极； 人才 
培养无止境，既要遵循基本规律，更要不断创新。我们现在推出这套 
丛书，目的是向大家学习。让我们大家携起手来，为提高中国数学教 
育水平和建设世界一流数学强国而共同努力^ 


张继平 
2002年5月18日 
于北京大学蓝旗营 





前 言 

“复变函数”作为大学数学系的一门基础课，已经有了许多很好的 
教材。而本书作为这几年教学改革的尝试，我们是有一些自己的想法 
的。这里作一点简单说明，希望能对使用本书的读者有一些帮助。 

1995年，在原数学系和概率统计系的基础上，北京大学成立了数 
学科学学院。该学院包括数学系、概率统计系、科学与工程计算系、信息 
科学系和金融数学系。“复变函数”作为全院每个专业都必修的基础课， 
教学改革需要考虑的第一个问题是怎样将原来主要为基础数学的同学 
设计的教学内容，按照加强基础、淡化专业的原则进行调整，使之更适 
合各个专业对基本训练和知识结构的要求。教学改革面临的第二个问 
题是学期缩短，课时压缩,使实际教学时间不足40学时。因此，在李忠 
教授的倡仪下，我们决定另写一本教材，其中的一个想法是将以解析函 
数理论作为主要教学内容改为以解析函数为主线，重点介绍复分析的 
问题和方法。 

在本书中，我们认为有以下一些 特色： 

(1) 强调复变量2和5的作用，利用其实现实变量与复变量之间 
对于各种关系和公式的互换。希望读者能掌握怎样将实分析的问题用 
复变量表示；怎样将复分析的各种漂亮的定理用到其他方面。 

(2) 突出级数和积分表示方法，将这两种方法交替出现使之成为 
本书的主线。我们尽可能将涉及的定理用这两种方法或者其推论给出。 
例如开映射定理是作为幂级数局部性质的推论给 出的； 单值性定理则 
利用幂级数收敛圆的性质得到。我们希望读者能通过本课程较好地掌 
握这两种方法。 

(3) 对一些特别重要的定理，如 Cauchy 定理、对称原理、单值性定 
理等我们的证明仅是提供概要。如果能抓住这些概要，读者不仅能抓住 
证明的精髓部分，而且能更加容易地记住定理。 

教学内容我们也做了 一些较为灵活的安排，其中部分内容标了 
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”号，可讲可不讲，可以留给同学作为阅读材料。对于基础数学专业 
的同学，我们建议第一章少讲，第七章和第八章多讲;而对其他专业的 
同学，由于以后分析方面的课较少，我们建议第一章多讲，而第七章和 
第八章可以仅作介绍。第六章根据教学时间安排可讲可不讲。 

考虑到“复变函数”不论在国内或者国外都是研究生考试的主要课 
程，本书配置了适量的习题，其中部分来自近年研究生的考题，有一定 
难度。虽然给了一些提示，我们仍然希望读者能够尽量不使用这些提 
示。一时不会，返回去多读定理，动手证一证定理，大部分都能做出来。 
如与他人多讨论效果会更好。两位作者多年来一直从事“数学分析”和 
“复变函数”的教学，深感基本训练对今后学习的重要性，提倡讲定义， 
讲定理。我们认为这对读者是有益的。 

本书初稿由谭小江教授在北京大学数学学院2002级试用过。以后 
做了一些修改，由刘张矩教授和范后宏教授在北大数学学院2003级试 
用过。之后作者又在文字上做了些改动。尽管如此，书中仍不免会有错 
误和不恰当之处，欢迎读者批评指正。 

作者特别要感谢李忠教授，本书从开始的章节安排到初稿审定，李 
忠教授或者直接参与，或者提供了大量宝贵的建议。作者还要感谢刘张 
矩教授和范后宏教授，他们在使用本书第二稿时克服了许多困难，与他 
们的讨论使作者受益匪浅。另外，感谢北京大学出版社对此书的支持。 

谭小江伍胜徤 
2005年7月于北京大学 
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第一章复数和复函数 

顾名思义，“复变函数”是研究以复数 P 变量的函数.在这一章中， 
我们首先复习复数的各种表示和复数运算\讨论复平面的拓扑;然后将 
微积分中关于平面 IR 2 上的极限理论推广到复平面，将实函数关于实 
变量 X 和5的可导性和求导关系用复变量来 表示； 最后介绍扩充复平 

面. 

§1.1 复数域 

在中学数学中我们已经学过复数的表示和运算，本节我们将从复 
数的定义开始，介绍复数的一些基本性质. 

多项式方程/+ 1 = 0在实数中无解，为此我们需要形式地 引进虚 
根 i ， 规定 i 满足 i 2 =— 1.令 z = a + 其中 a J 都是实数.我们称 z 为 
复数 ，其中 a 称为复数 z 的实部 ，记为 Rez ^ b 称为复数2 的虚部 ，记为 
Imz . 如果 a = 0, 则; 2 ：也称为 虚数. 

通常我们以 C 记复数全体，即 

C = {z = a + ib \ a y b G ®}. 

我们约定将复数 o+io 记为 0. 

设 z l = ax -\-\ bx ， z 2 = a 2 -\- ib 2 ^ C t 我们定义复数的加法为 

zi + z z = (h 十 a 2 ) 十 i(A 十 b 2 ). 

显然 ，V z — a + ib^C , Q-\~z = z , 

而如果令一 z ~ ( 一 a ) + i ( — 6)，则 z -\- ( — 2)=0. 因此我们定义复 
数的减法为 

之1 一之2 = 之1 十（一之2乂 

我们定义复数的乘法为 

z x z 2 = ( a x + ih )( a 2 + i 办 2 ) = a x a 2 + ia ^ + ia 2 办 ^ 十 i 2 (^ 1 6 2 ). 




一幸 复数和复函数 
将 i 2 =— 1代入，得 

Z t z 2 = ia x a 2 — bxbz ) + \{. a x b z + a 2 b 1 ). 

显然复数的加法和乘法运算满足交换律、结合律和分配律.我们容 
易验证全体复数构成的集合 C 在这样定义的加法和乘法运算下构成 
一个域(以后称为复数域)..事实上我们只要进一步说明每个非零复数 
在乘法运算下有唯一的逆元素即可. 

弓1理1如果2二^+仿¥0,则存在唯一的复数厂 1 使得 

之 • z~ 2 = 1. 

证明令 

_! — a . b 

Z =7 + b 2 — 1 a — 2 + 6 2 . 

直接计算得 z • 2： _1 = 1. 而如果 w 也满足 = 两边乘厂 1 即得 t £； = 
r 1 . 证毕. 

利用引理 1 我们可以定义复数的 除法： 如果^关0,则定义^除 
以之2为 


我们将实数看做虚部为零的复数，上面关于复数的运算限制在实 
数上就是实数相应的运算.因此复数域 C 可以看做实数域 ffi 添加了方 
程 X 2 十 1 = 0 的根 i 后的域扩张. 

每一个复数唯一地对应一个有序实数对(《，6)，从而它 
唯一地对应平面 K 2 中的一个点.由此我们得到 C 到 R 2 的—— 对应: 
C 一 M 2 , 即 

z = a + id (a jb ) ^ IK 2 . 

这一表示是实数用数轴表示的推广，即每个复数代表平面的一个点.全 
体复数构成的平面称为复平面，仍以 C 表示. 

平>面上每一个点尸 =( a ，6) 代表一个以原点 O 为起点 ， P 为终点的 
向量5芦，因此每一个复数也表示一个相应的向量5芦.我们称 
其为向量的复数表示，或称为复向量，仍以$ 记之. 由复数加法的定义 
不难看出复数的加法就是其代表的向量的加法•但与向量不同，复数还 
有乘法和除法.这些运算也有明确的几何意义.应当说明的是，利用这 





些运算，我们有可能将在实数域上建立的微积分的许多概念和方法推 
广到复数域上，或者从几何上说推广到平 面上. 而平面与数轴又有许多 
不同之处，因此我们将建立有别于微积分的新的 理论. 

回到复数表示.我们将复数 z ^ a + ib 对应的向量的长度 r = 

称为复数 2 的樓，记为 k 1 . 非零复向量 z 与: r 轴正向的夹角 (9 
称为2的箱角，记为 Argz . Argz 是一个有方向的角，它是正半实轴按 
逆时针方向或顺时针方向旋转至向量 z 所在的射线的位置时所扫过的 
角的角度.沿逆时针为正，沿顺时针为负.由于一个向量按顺时针方向 
或按逆时针方向旋转一圈回到原始位置后仍是同一个向量，因此 Argz 
并不是唯一的，它是一个多值函数，不同值之间相差 2 tt 的整数倍.但如 
果2关0,则存在唯一的一个角札6 [0,2 tc ) ， 使得札是 z 的一个辐角.乳 
称为2的 主辐角 ，记为 arg ^. 有时为了方便，我们也将主辐角的取值区 
间改为（一 7 T ，7 r ]. 显然 

Argz = argz + 2 nK 9 n ^ li , 

利用模和辐角，复数 z = a + ib 可表为 bi _ 

z = r(cosd + isin 沒 ） • / 

这一表示称为复数的三 角表示 （如图 // i 

1.1)，其中 / ； 

r = V a 2 + b 2 , ~d^ - 1 - x 

1 

arctan — , z 在第一象限， 

图 1. 1 

ff = j arctan ^-+ K f 之在第二、第三象限， 
arctan ^■十兀， z 在第四 象限. 

利用复数的三角表示，读者可以直接验证复数的乘法和除法有下 
面简单的关系. 

引理 2 如果 zi = ri (cos^ +isin^ ) 9 z 2 =r 2 (cos^ 2 +isin^ 2 ) »150 
^i^2= r^icosCffj^ + <? 2 ) + isinC^ + 夕 2 )]， 

~~ — [ cosC^j — d 2 ) + isinCi ?! — 没 2 )]. 

之 2 广 2 

以上引理 表明： 复数相乘时，模相乘，辐角 相加; 复数相除时，模相 
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除，辐角相减.引理的证明留给读者. 

另一方面，在微积分中对函数 e % s inx 和，我们有下面的幂级 
数展 幵式： 

1 ^ 1J ^ 2! ^ 十 n! 十 ’ 


sinx = x 


cos:r = 1 


^3 s _ 2 «+l 

- + + ••• + ( 1 )” - —( — ••• • 

3! 卞 5 !卞卞 \ (2« + 1)! 十， 

7*2 4 In 


— 4- — + 1)" —— 4- 

2] ^ 4! ^ ^ ^ (2n)i ^ ’ 


其中 x 6 l 

如果形式地令 

e ij — 1 1 I —4- 
6 - 1 十 1! + 21 + 

并将 i 2 = — 1代入，则我们得到 


(b:) B 


+…， 


e IX — cosx + isinx . 

这一公式称为 Euler 公式. Euler 公式的严格定义和证明将在下一节中 
给出. 

利用 Euler 公式，复数 2 = r ( cos 0+ isin 0) 可表为 

z = re' ff . 

复数的这种表示称为复数的指数形式. 

设 

之 1 = r x e ^ , z 2 = r 2 e \ 

则与通常指数函数的运算相同，我们有 




i(W 


二 


之 2 r 2 


这一关系式使得复数表示为指数形式时，乘方和开方运算更为方便， 

例1设 = = a + 求复向量^按逆时针方向旋转 | 后所得的向 


解因为 argi = y ， | i | =1，而 

Arg 2 ：^ 2 = Arg^a + Argz 2 , \ Zl * s： 2 1 = |q| • |z 2 | ， 
因此 iz 二 i(a + i 6) = —6 +k 即为所求向量. 





例 2 求解方程其中 ^ eC ， weN . 

解如果 a = 0, 显然有2 = 0.设 a = roe 1( 〜 +2 Alt ) ， 其中夕。6 [0,2兀）， 
ke N ， r 0 參0•如果 z = 则由方程 = 得 

r n e^ = r 0 e i(ff 。十 

因此我们有 



00 + 2 kiz 


0,1，…，《 — 1. 


方程/=«有 n 个不同的根，它们是 

丄 . 疗 0 十 2 走 71 

^*0 e ' n > 々 = 0 ， 1 ，…，/2 — 1 . 

除了加和乘的运算外，复数还有另 
一运算——共轭运算. 

设 x ：= a + i 6, 定义： 

z = a —— ib. 

乏称为 2 的共 轭复数，运代表的点是复 
平面中点 z 关于实轴的对称点（如图 
1 . 2 ). 

关于共辄运算，我们有以下的关系 
式： 图 1.2 

Zi + z 2 = Z 1 + Z Z y Z^2 = Zx Z2f 

re ld = re ~ te 9 \z \ = \z \ f \ z \ z = zz t 

另外 ^ ec 为实数等价于为虚数等价于5=—二 
直接计算不难得到 



R … 宁 ’ Imz = 

从变量的角度， x 和5作为平面的 实变置 ^作为平面的复 变置， 
我们有关系式 


z = x -\- \ y t 

但反之工和^不能简单地用 r 的表达式给出.而在实际应用中，我们往 
往需要将用实变量表示的关系式转换为用复变量来表示，或将用复变 
量表示的关系式转换为用实变量来表示.为此就需要形式的利用2的 
共轭复数作为新的 变量. 利用^和5我们得到 



6 第一幸复數和复函数 


z -\- Z Z —— Z 

x = 了，尸 

由此凡是能用 X 和^表达的关系式都可以用复变量 Z 和 S 来表示，反 
之也成立. 

例3直线方程. 

利用平面实数坐标 (x，y)， 直线方程可表示为 

ax by c 0, 

其中 a ， b，c 都是实数且^ 2 +炉关 0 .以 

z z z — z 

了，尸了 

代入，直线方程化为 






如果令石: 


a-\-\b 

2 


a — ib , a + \ b —, 

— n 2 ： + —-— z + c = 0. 


，则 B 为非零复数，直线方程可表示为 


Bz + Bz + c = 0, 


反之任给5€€：<€肷，5关0，则 Bz+Bz+c = 0 是一平面的直线方程. 

注对于任意复数儿 5， C， 变量2和乏的线性关系式 Az 十 Bz + 
C = 0 一般并不是直线的方程，其包含了两个实方程 


IRe(Az + Bz + C) =0, 
llm(Az + & + C) — 0. 

例如 3z + 45 + 5 = 0 化为实方程是7工+ 5 = 0和一> = 0,其解为 
(- y,o) ，仅是平面的一个点.而如果 


Az + Bz + C = 十5乏 + C, 

其表明方程的虚部为零，这时必须 A=s，ce k ， 则方程是一实方程， 
其表示的才是一直线. 

例 4 圆 方程. 

以点石6<[：为圆心，尺>0为半径的圆可表示为4 —召|= 及或 
iz — B){z — 3) =_ R 2 ， 即 
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(之 一5)( 乏 一 B )= i ? 2 , 即 

zz — Bz — Bz H ~ BB — R 2 ~ 0. 
值得注意的是 这里斤 的系数和常数项 BB - R 2 均为 实数. 
反之，任给 A ， C€M(A 关 o )』 ec ， 二次方程 
Azz + Bz + Bz + C = 0 


可化为 ^ 

( 2 + f)(" + f)=^ _ A' 

当簡一乂00时，它表示一个 以一晉 为圆心为半径的圆 

的方程.因此圆方程用复坐标一般可表示为 

Azz + Bz + Bz + C = 0， 

其中 关 o )， Bec ， 方 s — aoo , 

结合例3和例4,我们得到圆和直线的方程可统一地表示为 
Azz + Bz H - Bz + C = 0, 

其中儿(76胶，万€€：且召5—^400.当4 = 0时为直线方程，当 A^O 
时为圆的方程. 


§1.2 复平面的拓扑 

要将微积分理论中的概念和方法推广到以复数为变量的函数上， 
我们首先需要将实数域上的极限理论推广到复数 域上. 

设 z ， wGC ， 定义=与 w 的距离为 

d{z ,zv) — \z — zv\. 

设 Z = Xi + iyi ，14»=*3：2十卜2，显然与 2 和 w 在平面 R 2 中代表的 
点 (^ i ，： yi ) 和 Pi = ( A ，％) 之间的距离 

diPr.Pt) — V Oi — x 2 y + (: Vi — y 2 ) 2 
相同.因此下面我们利用在复平面 C 上建立的极限理论与在 
微积分中熟知的欧氏平面 R 2 上的极限理论相同 • 这里为了大家进一 
步熟悉复数的性质和运算，我们将用复变量的形式表述相应的结果，部 
分证明留给读者. 
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引理 1( 三角不等式） 对于任意复数 t 和切，恒有 

I 之十< kl + \ vu \ , 

并且其中等式成立当且仅当存在实数 a >0, 使得 2 = a W . 

证明 由定义我们有 

I 之 + w | 2 = (Z 十 zv) (z + xv) = zz -\- ZZV ~h zw + ww 
二 I 之 1 2 + 2Rezzu + | 2 

^ I 之 I 2 + 2 \zza I + I W I 2 = ( |js I + I w I ) 2 . 

由此得到不等式. 

如果 \ z~hw 丨< 丨+ | zt » I 中等式成立，则应有 ReztcJ — \zw I .由此 
得 即 zxv = \zzv I ^0. 因此 

Argzzu = Argz — Argw = Arg | zzv | = 2 nn . 

这说明 Argz = Argw + 2 抓，复向量 z 与 w 同向.所以存在实数 a ^ O , 
使得 z ~ aw . 证毕. 

引理1的几何意义是明 显的： 三角形两边之和大于第三边（见图 
1. 3). 



引理1有下面两个常用的推论. 

推论 1 对于任意复数 Z 和 W ， 恒有 | kl 一 Id O —u;|. 
证明 利用三角不等式，得 

| 之 | = \z — W + xv\ ^ \z ~ w \ + \w\. 

同理 

|w| = \zv ~ z + z] ^ \uj — z\ + \z\. 





1. 2 复平面的 is 扑 * 

因此 

士 ( |^ | — 1^1 ) < \z — zv \. 

证毕. 

推论 2对于任意复数恒有 

1^1 — ^2 I < 1^1 — ^3 I + | 之 3 — 々 1 . 

证明 kl—Q I = \ zi -~ Z 3 + Z 3 — Z 2 \^ 1^1 — I + k 3 — 之2 I . 证毕. 
推论2是三角不等式的另一种形式. 

有了距离以2，扣），我们可以在 C 中定义极限. 

定义1设 {〜} 为一个复数序列.如果存在 ^ ec ， 使得 V e >0, 
3 W ， 只要 n > iV ， 就有 U —%|< e ， 则称 {;} 收敛于 z 。， 记为 

lim 2：„ = 之 0 . 

«— + oo 

同时称序列为 C 中的收敛序列，％为序列 {〜} 的极限. 

在上面定义中，设 2^ = ： r n + i ： y n ，2 ：D = ： r D + i ： y 。， 由复数的模的定义，不 
难得到以下不 等式： 

max { — x 0 | , — ^ o |} < — ^ 0 | 

< \x n — X 0 I + |>„ 一 Jo I. 

因此我们推知：如果 \z n ~Zo 1 — 0 , 则有 \Xn~Xo 1—0 和 ^0 1 — 0 ; 反 
之，如果 | x « — x Q |— 0和|> — >1— 0,则 |a — 別|— 0. 由此我们得到下 
面的引理. 

引理 2序列收敛于 ☆的充 分必要条件是 

lim Re^„ = Rez ： 0 和 lim lmz„ = lmz 0 . 

” 一*•十 co + co 

复数的序列极限与实数的序列极限有很多类似的性质. 例如： 

(1) 如果 {〜} 收敛，则其极限是唯 一的； 

(2) 如果 lim z „ = z 0 f lim zv n = zv 0 , jUl ) 

n-^ + oo n-^ + oo 

lim (z n + w n ) = z 0 + w 0 , lim (z„w„) = z o zu 0 . 

n—►H-oo n —I •• 十 oo 

当然由于复数是无序的（即复数之间没有大小关系），因而实数极限的 
保序性(保号性）和夹逼定理不能推广到复数极限.读者可以自己叙述 
复数极限的其他一些性质，我们这里就不再一一说明了. 

实数域的完备性是极限理论的基础，微积分的主要定理都是建立 
在实数域完备性的基础 上的. 实数域的完备性可以用 Cauchy 准则来 
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表述： 

实数序列 U n } 称为是一个 Cauchy 序列 ，如果 v e>0,3 V，使得只 
要 《>iV ，就有 | x n -^|<€. 

Cauchy 准则（实数域完备性定理） 实数序列 U„} 收敛的充分必 
要条件是 {☆} 为 Cauchy 序列. 

类似的，要在复数极限的基础上对复变量推广微积分的理论，我们 
同样需要复数域的完备性. 

定义2 复数序列 U„} 称为是一个 Cauchy 序列 ，如果V e>0, 
彐 W ， 使得只要就有丨 < e. 

复数域的完备性是建立在实数域完备性的基础上的，对此我们有 
下面的定理. 

定理 KCauchy 准则或复数域完备性定理） 复数序列在 C 中 

收敛的充分必要条件是 {z n } 为一 Cauchy 序列 * 

证明设 A = x„+i3；„， 由不等式 

max{ \x n — x m I , \y n — y m I — \x n — x m I + \y n — ym I » 

我们得到复数序列为 Cauchy 序列等价于实数序列{1^匕=二}和 
= 为 Cauchy 序列.而由实数的 Cauchy 准则得这等价于 
{ Re ^} 和 { Im 幻在 K 中收敛 • 利用引理2得这与在 C 中收敛等价. 
证毕. 

例 1 设 2 ：eC •对 n = l ，2，…，令2^ I = l 十合 + |■ j ■ + …+^ y ，得一 
序列 {〜}. 设 m > n ， 有 


而实数序列 


\z n — z m \ ^ 

H t k 


，屮 1 

(n + I)] 

I , ... , kl 


+ ••• + 


z m 


_ + • 


>在 K 中收敛于 e |z| ，因而是 


1! ' 2! 1 ' n \ 

Cauchy 序列 • 于是得 {‘} 也是 Cauchy 序列，因而其在 C 中收敛.我们 
记其极限为 e% 即 C， 定义： 


1 + 


l! 21 


+…+ 


同理，利用 Cauchy 准则不难证明 C， 下面两个级数 


, 2 n+l 


3 ! 


— -U ••• + ( — i) n - 

5! 丁 ^ ^ (2n + 1)| 


+ 
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2 ! t 4 ! t 


+ (— 1)， 


z 


Zn 


(2n) J 


+ 


都收敛.我们将其极限分别记为 sir ^ 和 cosz . 由此得到指数函数和三 
角函数对复变量的推广.利用直接计算不难看出 V 我们有下面 

的 Euler 公式： 


e 12 = cosz + isinz. 


描述极限的另一方法是利用开集.我们首先定义邻域的概念. 
定义3 设 &6 C . 对于任意 e >0, 令 

D(z 0 ， e) = {z \ \z — z 0 \ <e }， 

称 Z )( z Q ， e ) 为〜的 e - 圆盘邻域 .记 


D 0 (z or e) = D(z 0 ^e) — {^ 0 }, 

称£)。( 2 ：。 ， e ) 为 2 ：。的 e - 空心圆盘邻域. 

利用邻域，序列收敛可表 示为： 序列收 敛于以 的充分必要条 
件是对于任意£>0,3 #，使得只要，就有 z n eD ( z 09 e ). 

定义4 集合 SC C 称 为开集 ，如果 V zG 5,3 e >0, 使得 之的 
圆盘邻域 = {xv I \zv — z I <e}CLS. 

空集 0 总认为是开集. 

序列收敛利用开集可表 示为： 

引理3 序列收敛于的充分必要条件是对于任意包含& 
的任意开集?7,3 N ， 使得只要〃>"，就有 z„eu. 

由开集的定义不难 得到： 

定理2 (1) C 和空集0是 开集； 

(2) 任意个开集的并是 开集； 

(3) 有限个开集的交是开集. 

定义 S 开集在 C 中的余集称为闭集. 

利用集合的运算关系 


^4 — Q 5, = 1 J (^4 — B .) , A — [J B t = (A — , 

f i i i 

则有： 

定理 3 (1) C 和空集 0 是 闭集； 

(2) 任意个闭集的交是 闭集； 

(3) 有限个闭集的并是闭集. 

描述闭集的另一方法是利用极限点 • 为此我们给出下面的定义. 







一幸 复数和复函数 


定义 6 设 5(= C 是给定的集合，点称为集合 S 的极 限点， 
如果 V e >0, 々的 e - 空心圆盘邻域1)。0^，0=£)0。， £ ) — { z 。} 与5的 
交都不为空集. 

由定义6不难 得到： 

引理4 点 z 。 为集合 S 的极限点的充分必要条件是存在 S — 

中的序列，使得 lim 

n-^ + oo 

读者应该注意的是^是 S 的极限点与^是否属于 S 无关. 

利用极限点，我们可以给出闭集的等价描述. 

引理5 —个集合 FCZC 为闭集的充分必要条件是 F 包含其所有 
的极限点. 

证明 如果 F 是闭集，则 c _ 尸为开 集.因此 v Z 0 ec - F 9 3 £> 
0,使 ZKaWCZ C — 厂 于是得 D(z 0 ,e) C\F=0. 所以 z 。 不能是尸的 
极限点，从而得 P 包含其所有极限点. 

反之，设 F 包含其所有极限点，则 V z 0 eC ~ F , z 0 不是 F 的极限 
点，从而3 e >0, 使得！)(☆，£) nF = 0. 所以 DUo ， e ) 匚 C — 尸，即 C — 
F 为开集.由定义得 F 是闭集.证毕. 

有了上面关于开集和闭集的定义和性质， C 中其他集合则可借助 
开集和闭集来进行讨论•设* SCI c 为任意集合，我们考虑所有包含在 S 
中的开集的并，记为 显然义 是包含在 S 中的唯一的最大开集，称 
为 S 的内 点集 .5° 中的点称为 S 的内点•我们令 S 为所有包含 S 的闭 
集的交，则 S 仍是闭集，其是包含 S 的最小闭集.我们称 S 为集合 S 的 
闭包. 

由定义得 

5° C 5 ^ S . 

令 95^3-5°. 35 称为集合 S 的边界 ，而 a ? 中的点称为 S 的边界点. 
由定义容易 看出： c 是5的边界点的充分必要条件是 v e > o , 圆 
盘 ZX ^， e ) 与5的交和与 C 一5的交都不为空集 . 35中的点分为两类， 
一类是不在5°中的 S 的极限点，其余的称为 S 的孤立点•不难 看出： 
tes 是 s 的孤立点的充分必要条件是存在 s > o , 使得 

£)(z ， e) H5— {z}, 

例 2 令 S== { 《 |0<R^<l ， 0<Im2<l} ， 贝！） 
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S° = {z\0 <Rez < 1,0 <lmz < 1} , 

S = {-s ： 10 ^ Res ： ^1,0^ Ims ^ 1}, 

35 = {z IRez = 0 或 Rez = 1 ， 而 0 < Imz ^ 1} 

U U 10 < Rez < 1 ，而 Imz = 0 或 Im ^： = 1} • 

可见， as 中有部分点在 S 内，有部分点不在 S 内. 

设 FC ： C 为任意不空的集合，我们定义 F 的直径 diamf 为 
diarnF = sup {\z ~ xv\\z,xv F). 

例如当 S 是上例中所给的集合时 ^ diamS ^ V ^. 

下面的定理是实数轴上的闭区间套定理在复平面上的推广. 

定理 4 设#„}是 C 中一列非空闭集.若对于 n = l ，2, …，满足 
尺 +1 CF „， 并且 diamK —0, 则存在唯一的一个点 C ， 使得 

-f-oo 

{z 0 } = P) F n . 

71 = 1 

证明 对 任意〜 由于凡非空，可取由此得一序列 U }. 而 

由 diamiV - 0,易于验证 {〜} 是一个 Cauchy 序列，因而{心}是一个收敛 

序列•设 lim z n = z Q . 现证对任意的 m = l ，2,…，有 z 0 ^: F m . 倘若结论不 
«一 + 00 

真，则存在 m Q 使得 z 0 奸 由于当时〜6^(=/^。，我们推知〜 
是的一个极限点.注意到。是闭集，从而有 z 0 eF mQ . 此矛盾便证 

明了我们的断言.由此我们推知厂 | •再由 diamF „~*0, 容易推出 
定理中&的唯一性.证毕. 

定理4的一个重要推论是有界闭集的紧性，为此我们需要下面的 
定义. 

定义7设 FCC 是一给定的集合， F 的一个开覆盖是一簇开集 
似丄使得尸 C 其中乂是一个指标集. 

a^A 

定义 8 我们称集合 FCZ C 为紧集，如果对 F 的任意的开覆盖 
似丄…都存在似丄^中有限个元素…，~，使得集合 
Uy ’ u 。 也构成 F 的开覆盖. 

定理 5( 开覆盖 定理 ） C 中任意有界闭集都是紧集. 

证明设 FC C 是有界闭集 ， Ji F 的一个开覆盖.用反证 
法•设不能从 { RKu 中找到有限个元素使之也构成 F 的开覆盖.由 F 
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有界，因而可假设 F 包含在一个闭矩形 

乃 = [ a ，办]X [c，t/] = { z\a Rez 《h，c 《 Imz ^ d ) 

中.连接矩形 [a， 幻 X[c，J] 边界对边的中点将其等分为四个闭矩形，其 
中必有一个与 F 的交不能被中有限个元素覆盖,记其为 A . 再 
将 A 四等分，依次类推，我们得一列闭矩形使得对每一个 
〜 都不能被中有限个元素覆盖.由定理4知，存在20,使 

得 d ( D „ r \ F ). 特别地我们有因此存在 oi 使得 

n=l 

R •由于 R 是开集，而 lim diamCZ^nF) =0,因而 w 充分大时，必有 

•这与不能被有限个元素覆盖矛盾.证毕. 
注定理5的逆也是成立的，请读者自己给出它的证明. 

定理 6( 极限点原理） C 中任意有界无穷集合必有极限点. 

证明设 FCC 是有界无穷集，不妨设 F 包含在闭矩形 Z)= 
[ a，6]X [ c ， rf ] 中. 如果任意都不是 F 的极限点，则对存在 
e z >0, 使得 i)U，e z ) 中最多含 F 的有限个元素•这样一来我们就得到 D 
的一个开覆盖 {DU，h)} zeD . 由于 Z> 是有界闭集，因而是紧集，由定理 
5得可在中找到有限个元素 A，A， …，队，使得它们也 

构成 B 的覆盖.由于每个 Z), 中最多含 F 的有限个元素且 fcCjd ” 

这说明 F 是一个有限集. 这与 F 是无穷集矛盾.因而 F 必有极¥点.证 

毕. 

定理6也可等价地表 述为： 

定理 6 f ( Weierstrass - Bolzano 定理） C 中任意有界序列必有收 

敛子列. 

以 Weierstrass-Bolzano 定理为基础，不难由其直接推出 Cauchy 
准则.因此上面的定理1，定理4,定理5,定理6和定理 6' 都是关于复 
数域的完备性的等价 描述. 同时我们不难看出以上的讨论在实数域中 
均有相应的结论. 

下面我们讨论今后经常遇到的平面集合的连通性问题. 

我们先从曲线 开始. 复平面上一条连续曲线 y 是指一个映射 y: 
C,7(f) = (x(i)，y(0) ，其中 xO) ，: y(f) 都是 [a，6] 上的连续函 
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数.曲线7 称为光滑曲线 ，如果: r (0，^(0 在 [ a 4] 上连续可导，且 

V [ y ⑴] 2 +[ y ⑴] 2 处处不为零. / 称为逐段 光滑的 ，如果其可分解为 
有限段光滑曲线， S 卩存在 [ a ，6] 的分割£2=_3：。<：1： 1 <0”<：1：„=6，使得7 
在 [ x ,- i ， x ,]( z _ = l ，2,… ， w ) 是光滑曲线. 

如果 y : ^ hntXa ⑴， y ( o ) 是 c 中的光滑曲线，其中， e 
[〜幻，在微积分中证明了这时7是可求 长曲线 ，其弧长可表示为 

| V[^ (?)] 2 + [y (oi 2 dt = j* 户， 

其中 


d5 = (^)] 2 + [y (t)2 2 dt = s/iAxY + (djy) 2 

为弧长微元. 

利用复坐标，曲线可表示为心) =：T ⑴ +ij；U). 我们定义 

z f (^) = x' (t) + iy (t) , dz = x l (Odt + iy ( 亡）士 . 

利用此，则 

\dz\ = VQr'O )] 2 + [y {t)~\ z At = d$j 

即 |dz I 就是曲线 / 的弧长微元.因此/的弧长可表示为 

' 1心|_ 

J y 

C 中的集合 S 称为曲线连通的，如果对 S 中任意两点^和2 2 ,都 
存在连续曲线 [ a，6]— C， 使得 yia ) = z \ , 7( b ) =^ z 2 f 并且 V 
La , bi , noes . 曲线连通的开集称为区域. 

定理7 C 中开集 X3 是曲线连通的充分必要条件是 d 不能表示 
为两个非空、不交的开集的并，即如都是开集，并 
且 a n^=0 ，则必须1^=0或 n 2 =0. 

证明设不能表为两个互不相交、非空的开集的并.取 ^e/2, 

并令 

= { z ^： o \ n 中存在连接 2： q ，2： 的连续曲线 } ， 

CI2 = - - . 

首先我们证明 A 是开集 • 事实上，设& ，由 D 是开集知 3e> 
0,使得 ZX^，e)C=a 由于在中存在连接的连续曲线，而对任意 
的的连续曲线，因此得存 
在 D 中连接^>#的连续曲线，从而£)匕 1 ， £ )[/2 1 .这说明了仏为开集. 
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下面我们证明 A 也是开集.事实上，设，取 e >0, 使 
/)(之 2 ，£)〔仪如果1)0 2 ， £ )中有一点56 1 0 1 ，由定义存在/3中连接之。，蒼 
的连续曲线•在 D ( 22 ， e ) 中我们可以将这一曲线连续的延拓到因此 
有这与 h 的选取矛盾.于是得 D (^ 2 , e ) Cfi 2 . 这证明了 fl 2 是开 
集. 

由假设有/^，※，仏门仏二以通此必须^二/^这就证明了^是 
曲线连通的. 

反之，设 D 是曲线连 通的. 倘若存在非空开集 A 和 fi 2 ，使得 D = 
•^1 UAfl 从=0，我们希望推出矛盾.为此我们取 G ifil ，2：2 G 1^2. 
由 D 的曲线连通性知，存在 D 中连续曲线[〜幻― D ， 使得 7 U )- 

… y («4 2 •令“ 1= “，心=6•考虑 .如果 ea ，则 

令 0 . 2 ^ 1 ~^ 1 ，6 2 = &1 ;如果 >"1 “ 1 言办 1 | 6幻2,则令 (32 = (^ fb 2 = ai ^^\ 依 
此类推可得一列闭区间[〜人]，它们满足 

[a„ +1 *6 n+1 ] d [a„ ， 6 „]， b„ +1 — a n ^i = ~(6„ — a n ), 

并且由区间套定理知，存在 [« ，幻，使得 

lim a n = lim b n = z 0 . 

n—►-l-oo yj—^ + 00 

假设 yQ 0 )& O lt 由于 A 是开集，存在£>0,使 ZK 7 U Q )， e ) CZA . 因为 
是连续曲线，我们有 

lim7 ⑹= 7(t 0 ). 

rt- ► 十 oo 

因此存在 V ，当 n ># 时，有|7((。）一八匕）|<&由此推出 

7(^ n ) dD(/a 0 ),e ) 匚化 

这与八心）的选取矛盾.同理 r ( t 0 ) eo 2 也不能 成立. 此矛盾便证明了 
我们的假设是错误的.定理得证. 

利用定理 7 ,相对于曲线连通，对于一般的集合，我们有以下关于 
连通的定义. 

定义 9 集合 * SG C 称为连通的，如果不存在 C 中开集0 19 0 2 ，使 
得 ns 关 0 ， O 2 f|S 參 041((^0^0(02 0^=0. 

定理7说明了对于开集而言，连通与曲线连通是等 价的. 需要指出 
的是对于一般的集合，定理7并不一定 成立： 曲线连通的集合当然是 






连通的，但连通的集合不一定曲线连通,下面是这方面的一个典型例 

子 • 

例3 令 

S = {i：y M：y 丨 < 1}U + isin 士 0 < x < l|. 

容易看出 S 是连通的.由于 S 中在虚轴 
上的点（例如 0) 与不在虚轴上的点 

( 例如十 + isin 2 ) 不能用* S 中的连续曲 

线连接起来，因此它不是曲线连通的 
(见图 1.4). 

设 C 是一'给定的集合 jz 0 €： S . 

令 为 S 中所有包含 A 的连通子 
集合的并，即 

L ( z 0 ) ={J U , 

其中满足 Aey ，且 ucs 是连通，则必是连 通的. 事实上如果 
L (之。）不连通，则存在开集 Oi ，0 2 ,使得 L ( z 0 )^Oi \ jO29LCzo ) f ] Oi ^ 
0，人(之。）门0 2 关0，而 

a ( 之 0) noon au 0 ) no 2 >-0. 

设之。 € l ,( zo ^ n Oi ，取 a e ( 2 。） n O2 ，并设 t / 是* s 中包含 zo ^ zi 的子连 
通集，则 t / noy / wno # 〆 ， 但 

CUf ] OOf ] CUr \ O 2 ) = 0 t 

与 U 的连通性矛盾 • 因此1(2。)是连通的，其是 s 中包含2。的最大连 
通子集 • 由上面的证明不难看出这样的集合是唯一的. LU 。) 称为 S 中 
包含 ☆ 的 最大连通分支 ，也简称为 *5 的一 个连通 分支. 由于 S 中每一 
个点都唯一的包含在一个最大连通分支内，从而^可分解为有限或无 
穷多个互不相交的最大连通分支的并. 

‘设|>，幻是 C 中一连续曲线•如果7(6)，并且 
V 6山€0，占]山0 2 ，且或， 2 关石，都有 /( Ofy %) ，即 L 除了它 
的两个端点相等外，自身无其他交点，则称 L 为简 单闭曲线. 简单闭曲 
线也称为 Jordan 曲线. 
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定义10 区域 D 称为单 连通的 ，如果对于 D 中任意简单闭曲线 
L ， 都存在 D 中的有界区域5,使得 L -3 S . 

例如复平面，单位圆盘和右半平面 { z | Ru >0} 都是单连通的，而 
圆环 | r < k | 则不是单连通的.这里 0< r < i ?< + oo . 

以下的例子说明了单连通的区域也可以有很复杂的 边界. 

例 4 令 £>=(0，1以(0，1)—{士+匕卜= 2,3广.;0<><+}(如 
图 1. 5)，则 D 是单连通的. 

区域 D 称为是有分段光滑曲线边 
界的区域，如果其边界 ao 是由有限 
条光滑曲线 组成. 上面例4中的区域 
Z ) 是单连通的，但其边界非常复杂，不 
是由有限条光滑曲线组成的.对于有 
分段光滑边界的区域£»，我们可以推 
出 c 一 D 仅有有限个连通分支（这时 
称 D 是有限连通的 .） 

从上面讨论中我们 看到： C 中的开集就是 R 2 中的 开集； C 中的 
极限就是 R 2 的 极限； C 的完备性就是 R 2 的完 备性； C 中集合的连通 
性与 IT 中集合的连通性也是一致的. 

§1.3 复函数 

设 S 是 C 中一给定的集合 d 上的一复 值函数 / G ) 是一映射/: 

C ，表示为 ZV=f(Z) 

例1 /(z ) = 3 zz + 2 z — 3 z — A 以及 f ( z)=z 均是 C 上的函数； 

/0) = +和 f ( z)=argz 均是 C — 彳 0} 上的函数. 

例2 上节中我们定义了 e ^ sinz 和 cow ， 它们都是 C 上的函数. 

如果令 z = x + = 则5上的复值函数 w = /( z ) 又可表 

7 K 为 u + iv=f O + iy ) ，其中 u = u ( x 9 y ) f v ^ v ( j ： 9 y ) ，它们是 上的实 
值函数，分别称为函数 / U ) 的实部和虚部.反之任给 S 上两个实值函 
数《 = «(工， 30 和 v = v ( x , y ) ,只要令 z = x + iy f zv = u + iv =^ /(之），则得 






到 S 上一个复值函数.因此一个复值函数可以看做是有序的两个二元 
实函数. 

例3利用复变量将向量函数(工，>0 X^ 2 ，r + ： y ) 表示为复值函 
数. 

解由一 = ¥，上面的映射为 

( 宁厂 + i (宁+ 





之. 


下面讨论的函数如无特别说明都假定是复函数. 

定义1设 / CO 是定义在集合 S 上的函数， A 是 S 的极限点.如 

果存在 A € C ， 使得 V e >0,3 5>0,只要=6 D 0 ( A ，《 nS ， 就有 

/(幻6乃04，£)，则称3是265且^^。时函数 / O ) 的极限，记为 

lim f ( jst ) = A . 

Z ^ Z 0 

并称且 *2：。 时 ，/(2：) 收敛. 

与序列极限类似我 们有： 

引理1设/(幻是定义在集合 *5 上的函数，☆是集合的极限点， 

则 lim / Cz ) = A 的充分必要条件是 
*一0 

limRe / O ) = Re ^4 , limlm / Cx ) = Im 儿 

* 一 *0 z ~* z 0 

定义2设 /( Z ) 是定义在集合 S 上的函数，并设〜 es . 如果 V 
£>0,3 5>0,使得只要=6乃(之 0 ，及）门心就有/(之）€1)(/(之 0 )，£)，则 
称 / U ) 在^连续.如果 / U ) 在 S 的每一点都连续，则称 / U ) 为集合 

S 上的连续函数. 

显然，如果是^的孤立点，则 S 上的任意函数 / U ) 在 Z 。 都 
是连续的.如果 ^)65 是 S 的极限点，则 / G ) 在2。连续的充分必要条 
件是 lim /( z )=/( z 0 ). 

设 /( z ) = u (: r , y )+ iv ( j ：, y ). 由引理1不难看出 / O ) 在 S 上连续 
的充分必要条件是实值函数 m ( x ， 30 和 tK ： r ， 3 /)在 iS 上都连续. 

一元实值连续函数的许多性质都可推广到复值连续函数,下面的 
定理是实连续函数介值定理的推广. 
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定理1如果 S 是连通集合， / G ) 是 S 上的连续函数，则5的像集 
/ CS ) 连通. 

证明反 证法. 如果 /( S ) 不连通，则存在开集0^02，使得 

(f(s) no^n (/(s) no 2 )=0. 

由 / Or ) 的连续性，对 V zes ， 如果 /(^ GO : (或0 2 )，则 3 e ( z )> 
0,使得 / OXLeOOXZC ^ (或0 2 ).令 

= IJ D ( z ， e ( z )) ， 

/ U )6 0 j 

0 2 = \J D ( z ^ eQz )) , 

/ Cz ) e0 2 

则6 1 ，6 2 均为非空开集，且5〔6 1 1)6 2 ,5门6 1 #0，*5门^> 2 #0，但 

(5 n ^> i ) n (5 n 6 2 )=0. 

这与 s 的连通性矛盾.证毕. 

对于一个复函数/(之）=奴工，30+^;(文，>；)，由于它的模|/<^)丨可 
以表示为二元实函数十 VCroO , 因而与闭区间上连续函数 
一样，有界闭集上的复值连续函数同样有最大(最小)模定理和 一致连 

续 定理. 

定理2设5是有界闭集 ，/ U ) 是 S 上的连续函数，则 \ f ( z ) | 在 S 
上有界，并取到 l / u ) i 在 s 上的上、下确界，即存在使得 
恒有 

i/(a) I < i/o)i < i/u 2 )|. 

这一定理也可发展为 ：如果 S 是紧集， /( z ) 在 S 上连续，则/(5) 
是紧集. 

定理3设 S 是有界闭集， / CO 是 S 上的连续函数，则 / O ) 在 S 
上一致连续，即 V e >0,3 占 >0,只要 

有 1/( 之丄）一/(之 2 ) l < e . 

两个定理的证明与闭区间上一元实连续函数相应定理的证明基本 
相同，留给读者作为练习. 

从上面讨论我们看到对于连续函数的性质而言，实函数与复函数 
没有本质差别•复变函数作为一门学科，其与实函数理论主要不同之处 
在于对复变量的可导性.下一章我们将定义关于复变量 z 可导的函 
数——解析函数，这是复变函数要讨论的主要对象.这里我们仅就函数 






对于实变量 X 和7的可导性，以及怎样用复变量 Z 和5来表示这种可 
导性、偏导数和微分作一些说明. 

定义3设/0)=^(1，/ +沁(^，30是区域1)上的复函数，之 0 = 
x 0 + iy 0 €: D , 称 / O ) 在 J2 ：。 对 x 可导，如果实函数 m (: t ， 30 和 tKx ，_ y ) 在 
(工0，: yo ) 都存在关于工的偏导数.我们定义 

盖 “) = _Uo ， J。) + i ■( 工。，夕。） 

为函数 /( 幻关于 x 的偏导数. 

同理，我们定义 /(d 关于 y 的偏导数为 

3/ du . dv 

d^ (z o) = ^Uo^o) +1 ^ ； Uo^o). 

我们称 / U ) eC r ( D )， 如果 a 0 r ， y ) ec r ( z >) 和 vUyy ) eC r ( D) f 
即 “ G :，： y ) 和 z ； Or ， W 在 D 内所有小于或等于 r 阶的偏导都存在并连 
续; 称 /(^ edD )， 如果 《( x ， 3 ；) 和 t ；( x ，： v ) 在 D 内任意阶连续可导. 

定义4设 定义 

df(z) = du(x 9 y) 4 - idvCx f y ) , 

称其为 /( d 在 D 上的微分. d /( z ) 可表示为 

< if ( z ) = 髮 ( 2：)dr + 髮 ( z ) dy . 

我们希望将微分用复变量来表示. 

由 z = x + i ： y ，^ = ：r — iy ， 得 ck ： = dr 十 idy ， d ^= d : c — idy ， 因此 

, dz + dz 1 dz —— d 云 
心 =^^， d 尸 ^― • 

代入 d / U ) 得 


d/U) 


[ ¥ y ) 


dz 十 7 


% + i U ) d ^ 


利用这一关系式，我们形式地定义函数关于复变量 z 和 S 的偏导数为 



利用这样定义的偏导数，函数 /( d 的微分 d / Or ) 用复变量可表示为 


d / (和 gd. 



其在形式上与实变量相同. 
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引理2 ^( 2 )= 0 ； 基(之) = 0;羞 (之 ) = 1; 羞(乏 ) = 1. 

证明我们以计算为例，其余的计算请读者自己完成. 


3 

dz 


(之） 


2 


£ + 


■ + 


i 悬 ) (X + i>0 


dx 


.dx 

l By 


y(l + 0 + 0 — 1) = 0. 


证毕. 


上面引理说明虽然与实变量 x 和3；不同， r 和5并不是相互独立 
的变量，但是差和_之间的求导关系和规则与^和^之间的求导关 

系和规则完全类似.换句话说，在实际求偏导的过程中可以将=和乏视 
为是相互独立的变量 • 另外关于 2 和5的求导同样有 线性性 ，有 

Leibniz 法则等 . 

例 4 设 fiz) = 巧 2 +以+赶 一 5,求髮和 





dz 


z 2 + 2. 


d 2 f 

Bzdz 


= 2 z . 


由于复数还 有共轭运算， 自然的问题是求导与共轭运算有何关系. 
对此由定义利用直接计算不难得到下面的关系式，证明留给读者. 


引理 3 


^ITW\ 

dz \ dz! 


9f = JW\ 

dz \ dz!' 


”切映射 

下面我们以切空间和切映射为例，对复变量 s 和 S 作进一步的说 


设户=(0,0)是 R 2 的原点山 z 卜 U ⑴， 3 Kd ) 是过声 点的一条光 
滑曲线，户=(1(0)，夕(0))，则0^(工'（0)，：/(0))是曲线/在户点的切 
向量 * 将所有过/>点的光滑曲线在户点的切向量全体记为7^，则7^是 
一线性空间，称为 R 2 在 户点的 切空间(切平 面 ). 

如果/(2， > >0 =(以0， 1 >；)，?^(工， 1 >；))是户点邻域到9=(0,0)点邻域 
的可微映射，/(0,0) = (0,0)，则对过{点的光滑曲线 
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I : t , y ( t )) , 

f Cl )； t ， yO )) 是过 g 点的曲线， )3=( 营 (0) ，营⑻)是 /(,) 

在？点的切向量./由此诱导了映射 a h ]0. 如果我们考虑所有过 
p 点的光滑曲线，则得线性映 射广： T P ^ T q 称为 / Oa ) 在/>= (0,0) 
点的切 映射. 尸对 应的矩阵就是映射（ 1 ， 30 >(«(工， 30 以（ 1 ， 3 ；))在 
/>= (0,0)的 Jacobi 矩阵 • 

如果利用复变量=来表示上面的映射，则/可表为+ 
iy ( t ) ，切向量 cr = 2r ' (0)= y (0)+ iy (0) .令 /( z ) =M + k ;， 则切映射可 
表示为 


尸 ： cr 




At 


M z ’ (0) + ■乏’( 0 ). 


这一映射是实线性的，但当时，其不是复线性的，即 


广 （ Cl % + c 2 a 2 ) = ( aj ) + c 2 f M ( a 2 ) 


仅当 Cl , c 2 为实数时成立，对复数不成立. 

如何才能使复平面的切空间和由可微映射诱导的切映射都是复线 
性的呢？为此我们就需要利用复变量5将曲线/表示为〖 — UG )， 
乏 ( O ) 的形式，并以 ( z '( r)，f ( O ) 表示/的切向量•这时切映射可表示为 




d / OO )) df ( z ( t )) 
dt 9 dt 


=( z l it ) ^ z 1 ( r )) 


df 

3/ 

dz 

dz 

df 

df 

-dz 

Bz - 


只有这样切映射才是复线性的. 

§1.4 扩充复平面 (Riemann 球面 ) 


在微积分中我们知道闭区间上连续函数有许多好的性质，如取到 
最大(最小)值，一致连续等.这些性质对开区间上的连续函数一般并不 
成立.究其原因是因为闭区间是紧的，而开区间不是紧的.上节中我们 
证明了 C 中有界闭集是紧集，但 C 显然不是紧的.因此一个自然的问 
题是能否对 C 进行扩充，使扩充后的'空间为一紧空间.在本节中我们 
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将讨论这个问题. 

设 R 3 ={ ( XONM ) } 为实的三维欧氏空间，令 

S = { Cx , y ^ u )^ R 3 \ x 2 + y 2 + (u — 1/2) 2 = 1/4}. 

S 是 IT 中以 (0,0，+ j 为球心，+为半径的球面.由于 S 在 K 3 中是有 

界闭集，所以它是紧集.因此如果 S 中的序列{/>„}在 K 3 中收敛于点 
/> 0 ,则必有外€5•从另一角度，我们也可在 S 中以如下方式定义 开集: 
0 c =5 称为中的开集，如果存在 R 3 中开集 O , 使得 S = Of |5. 我们希 
望以 S 作为模型将 C 扩充为紧空间，并将上面我们在 C 中定义的极 
限，连续和可微等概念推广到扩充后的空间上. 

如图 1. 6,取复平面 C ， 记其原点为 O •在 O 处放一半径为 +的球 

面&设 W 是连接 O 与球心的直线与球面的另一交点.对球面上任一 
点 g ， 怍 g 与 N 的连接直线,则此直线必与复平面 C 交于一点，设此点 
为 A 我们得到 S — { iV } 到 C 的映射 g 反之，对复平面 C 中任意一 

点、 P ， 过 p 与 N 的直线必与 S 交于一个点 q . 利用此法则，我们建立了 
S — { N ) 与 C 的一个一一 对应. 通常我们把 S 上的点 g 由此法则对应 
的复平面中的 P 祢为 q 的球极 射彩. 


N 



图 1.6 


显然 A — 中的点列趋于 W 当且仅当{%}的球极射影的点 
列趋于 oo . 因此我们自然地将 iV 与⑺对应 • 这样一来，我们就在 S 
和集合 CU ( m } 之间建立了一个——对应•利用此对应法则，我们将 S 
与4：1^00}等同起来，并记€=([：1^00}=&我们称 C 为扩 充复平 
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面. 上面讨论表明 C 是一紧曲面. 

任给/ C ， e >0, 如果 />=2： o € C ， 则我们称 

D ( z 0 ， e ) = {zE C\\z — z Q \ < e } 

为声在 l 中的 e - 邻域; 如果 f = 则令 

D(oo,e) = C - 卜 ec|k|<j }， 

称为 oo 在万中的 e - 邻域 . C 中序列 （/ U 称为在 C 中收敛于 A >， 如果 
V e >0,3 V ，使得时，就有 p n eD ( p 09 e ). 由这一定义不难看出 
如果则当 agc 时， {/>„} 在 c 中收敛于 ☆ 等价于在 c 
中收敛于而{/>„}在 ■^中 收敛于 m 等价于 

lim z n — oo . 

n—^ + oo 

这祥我们就将 C 中的极限概念推广到 C 上. 

定理 1 I 中任意序列{九}都有收敛子列. 

证明 如果{%}中有无穷多项为00,则此无穷多项构成 C 中收敛 
到 oo 的子列，设 />„ = 〜 ec ， 如果{%}在 C 中有界，则由 Bolzano 定理， 

在 C 中存在收敛子列，因而在$中存在收敛子列.如果在 c 中 
无界，则有一子列{%}满足 z „ k -^ oo , 证毕. 

同理不难 证明： 

定理2 $中任意闭集均是紧集，特別地$自身是紧集. 

定理的 g 明留给读者. 

设 C ，/ 是 D 上的函数（即/是 D 到 C 或 C 的映射）.再设 
zo ^ D . 如果 V £>0,彐3>0,使得 /( ZXz 0 ，《 f | D )[ iX / Cr 0 )， e )， 则称 
/在❹ 连续. 如果/ 在！) 的每一点都连续，则称/在 D 上连续.显然， 
如果则不论将 D 看做 C 中的子集，或者是 C 的子集，/的 

连续性是不变的•这样我们就将 C 中的关于函数连续的概念推广到$ 
上. 

例 1 令 /( z ) 并令 /( i ) =/( — i ) =〜 ，/( oo ) = 0,则 

/ U ) 是 C 到 C 的连续映射. 

忑称为 C 的紧 致化. 
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•扩充复平面$上函数的可微性 

上面我们将 C 上的极限和连续的概念推广到扩充复平面 C 上.为 
了今后的应用，我们还需要在…的邻域上定义坐标，以便将 C 上关于 
函数的可导性也推广到 C 中的区域上. 

如图1.7,在三维空间中，令 Ci 为由 
m = 0 给出的 平面： 

Cj = {(x,^>0) \x y y G ®}. 

我们以 zi + iy 表示 Q 中点 ( x ， y ，0) 的复坐标•令 C 2 为由 a = l 给 
出的 平面： 

C 2 = { (x ， 3 ^,l) \x y y G R}. 

我们以 xv = x — iy 表示 C 2 中点 （ x ，： y ， l ) 的复坐标.其中 w 取为 x — \y 
的形式表示复平面 C 2 的正面朝下，即将原正面朝上的复平面 C 2 沿实 
轴转180度，同一点对应到其共轭点. 



令 S 为以(0,0，+ )为球心，士为半径的 球面： 

S = I {oc y y y u) 6 肢 3 x 2 y 2 M |. 
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如果将 C = qu 看做* S ， 其中00=(0,0，1)=7^,则对于任意 

中对应的点为直线 

( x , y , u ) = (0,0,1) + t (( x 0 , y Q , u 0 ') — (0,0,1)) , t 

与仏的交点.令 “ = 0,得 


u 0 — 1 

因此 


X 0 

1 _ Uo 


yo 

尸 


由此推知0。，3^。，^。)的对应点；2：为 


工 0 , • JVo 

^ = : - + 1 ；- • 

1 — Uq 1 — u 0 

同样的如果将 C 看做<1： 2 1){^}，其中^=(0,0,0)=" 2 ，则对 
任意(:^，>，“。）€ : 5,0 {) ，：>»。，《。)尹00，其在([： 2 中对应的点为直线 

( x 9 yju ) = t ( jc 09 y 09 u 0 ) y t € R 
与 C 2 的交点•但 C 2 由 W = 1 给出，解得 


♦ _ L _ £o 

r —— f x == —， 

W{j Uq 

得(工。，3；。，《。）的对应点切为 


: y = 


yo 

u 0 


工 0 . 3^0 

ZU = — — 1 — . 

MO Mo 

因此对 S —彳 AM 中的同一点 Gr 。，：^，^) ，我们分别利用复平面 
C , 和复平面 c 2 给出两个不同的复坐标 




Z 


1 — UQ 


yo 


由直接计算得 


X, 


ZZV- 


1 — Uq 

yl 


IX) 


工 o 
“0 


yo 

w 0 ’ 


(1 — (1 — u 0 ) u 0 


+ i 


^0^0 


yo^o 


4 + y 2 o 

u 0 (l — u 0 ) 


Uq 


M 0 (l _ U Q ) 


1 — Uq 1 — U Ql 


1. 


上面对应诱导了 Ci — ( N 2 } 与 C 2 — { AM 之间的一'一 映射: 
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这一映射称为 S —{ N ' ， W 2 } 上坐标 z 与坐标 w 之间的坐标 变换. 

设 = S 是 I 中的区域，/: $是 D 到 C 的映射，如果 

/ > 0 eD 且，则利用复平面 Cp / 在知的邻域上可表示为坐标 
z = x + iy 的函数 • 如果它是变量 x 和^的可导函数，则称/在 A » 实可 
导. 如果 po ~ Ni ，则利用 C 2 ，/在/>。的邻域上可表示为坐标 w = u-hiv 
的函数 • 如果其是变量〃和 r 的可导函数，则称/在 A 实可导. 由此我 
们将上一节在 C 中的区域上定义的关于函数实可导的概念推广到了 

C 中的区域.如若 /( A ) = m ， 那么我们可以通过讨论^^在2。处的可 
导性来得到 /(2 T ) 在2：。处的可 导性； 再如若 /(exO =00,则可以讨论 

一 rVr 来得到 /(=) 在⑺处的可导性. 

，(1) 

例2 令 /0) = f 2 _ j ^ ，并令 /( i )=/(~ i ) = o °,/( oo ) =0. 上面已 
证 / Q ) 是 C 到 C 的连续 映射. 我们希望证明 / G ) 是 CT 的映射.当之关 
士 i 和⑺时， / G ) 显然是0"的.如果 r = oo , 利用坐标变换^ =丄， 

XV 

将看做邻域上的函数，则，其是 c °° 的.如 
果，则 /( i )= m ，这时我们需要对因变量/作坐标变换，即考虑 
7- 这时7^=3,其显然在 == i 的邻域上是 cr 的.同理 / u ) 在 

— i 的邻域上是 C 00 的•所以 / G ) 是 "^到'^的 C * 00 的映射. 

上面将 C 上连续和可导的概念推广到扩充复平面 C 上的想法是 
由 Riemann 最先提出来的，球面5也因此称为 Riemann 球面. 
Riemann 球面在复变函数中是一个非常重要也经常要用到的空间.它 
是现代的微分流形理论最早的模型 • 关于 Riemann 球面的性质和进一 
步的应用，我们将通过以后各章的学习来逐步熟悉和掌握. 

习题一 

1. 将下面的复数表示为 a + A 的 形式： 
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i n ，（1 + i VT ) n , (1 + i) n + (1 - i )\ 

2. 解方程 z 5 = l _ i . 

3 . 设 r >0 为实数为复数，将复数 〆 表示为 a + ib 的形 
式. 

4. 证明 |q — ^| 2 =4 1 | 2 -21^ 1 力+|2 1 | 2 ，并说明其几何意义. 

5. 设 2： i ，5：2， Z 3 都是单位复向量，证明：为一正三角形的 
顶点的充分必要条件是 Zi + Z 2 + Z 3 =0. 

6. 证明： 

(1) \ zi — ZiZ 2 \ 2 — ki —2 2 | 2 = (1 — \zi | 2 )(1— \ z 2 \)； 

(2) 当|之 1 |<1，|々|<1 时， 二二 〜 <1 5 

(3) 当 丨=1 或 | z 2 I =1 且 时， - Z 2 =1. 

7. 用复变量表示过点 （1，3)，（一1，4) 的直线的方程. 

8. (1) 设 A ， CGK ，5 eC ， 问方程 Azz + Bz+Bz + C =0 在什么 
条件是圆方程，并求其圆心和 半径； 

(2) 在上面方程中如果令求半径和圆心的极限，并说明其 
几何意义. 

9. 证明： 直线极 + S 2 +C = 0 是点^，心连线的垂直平分线的充 
要条件是 Bzi + Bz z + C ^=0. ( 提示 : 之 1 言之 2 是 ZltfZz 连线中点，心 1 —之 2 ) 
与 Z ” z 2 的连线垂直 j 

10. 设 SCZ C 为任意集合.令 SIS 的所有极限点构成的集合 ,V 
称为集合 S 的导集.证 明： V 是闭 集;； 5 = 

11. 设 F ( ZC 为紧集，证 明： F 是有界闭集. 

12. 对于任意集合 C ，证明： diam 5= diam 5. 

13. 设 lim %=〜， 证明： 若适当选取辐角主值则下两式成 

71一+00 

立： 

lim \ z n I = \ z 0 \ , lim argz „ = lim arg 5： 0 . 

14. 设 DCZC 中为任意开集，证明 ： D 可分为有限或一列互不相交 
且连通的开集的并. 

15. 设 S 是给定的集合.集合: TCZS 称为5的相对闭集,如果: T 在 
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S 中的极限点都在 T 内； 集合 TCLS 称为 S 的相 对开集 ，如果 S—T 是 
S 的相对闭集.证明： S 连通的充分必要条件是 S 不能分解为两个非 
空、不交的相对幵集(闭集）的并. 

16. 设 S 是连通集合， /U) 是5上的函数.如果 V 存在 r > 
0,使得 /U) 在 Sf|DUo，r) 上为常数， 证明： /U) 在 S 上为常数， 

17. 设 t/，F 是 C 中区域，映射/: V称为 开映射 ，如果/将 [/ 

中开集映为V中开集;/称为逆紧的，如果对 F 中任意紧集尺 CIV， 
广\幻是 U 中的紧集. 证明： 如果/是开且逆紧的映射，则 /«7)=V. 

18. 求 

(1 + cos0 + cos20 + …+ cosnd ) + i(sin 沒 + sin20 + …+ sinn^). 

19. 设尺是 C 中的紧集， F 为 C 中的闭集. 定义： 

dist(K ,F) = Inf{ \ z — -wWz K f zu ^ F }, 

证明： （1) 如果尺门，=0，则 dist (尺， F)>0; 

(2) 设乃是开集 jCLD 是有界闭集，则 distOS，aZ))>0. 

20. 设 /( j ， j ) 求髮，^^ . 

21. 设是集合 5 的极限点，给出并证明 t S 时，函数 

/(之)收敛的 Cauchy 准则. 

22. 将向量函数(工，30 — <^(1，30 0(工,3；))表示为复函数功=仅+ 
一 =/(幻=/0：+&)•如果 /(x+b) 连续可导，证明：映射的 Jacobi 行 
列式满足 

9 m 3 u df 3 f 

Bx By dz dz 

逆㊈ df df 

知 d y 瓦运 

23 - 试用砻 4 表示 £ + 義. 

*24. 设 C M C 2 分别是§1_ 4中扩充复平面 S 的两个坐标平面， 
Bz + Bz + C =0 是平面 C: 中的直线，问其在平面 C 2 上是什么样的曲 
线. 

*25. 假设条件如2 4 题，设 A^ + Ss： 十设 + C=0 是平面 q 中的 
圆，问在平面 C 2 上其是什么样的曲线. 

# 26.设/ 是七上 CT 3 的函数，证明：微分 d/ 与坐标无关_ 
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*27. 将定义到 C 上，并求^在 oo 处的值. 
*28. 在 C 上 定义： 


ds 2 


4| d ^| 


(1 


d5 2 称为球 度置.证明： 对坐标变换 

4| d ^| 2 


kl 2 ) 2 ' 
= 丄，有 

xv 

4 \dxv I 


(i + kl 2 ) 2 (i + | 切 | 2 ) 2 . 
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上一章我们讨论了复函数对实变量 X 和^的可导性与微分，这些 
仅是微积分的简单推广，利用微积分的工具即可解决.在复变函数的理 
论中，我们主要要讨论的是关于复变量 Z 可导的复函数，即极限 
f (. z ) — f ( z 0 ) 


lim 


存在的函数——解析函数.在本章中，我们将介绍解 


析函数的概念，并讨论它的一些基本性质，最后引入初等解析函数. 


2.1 解析函数 


复数作为平面的点代表一个实的二维向量.向量没有除法，因而对 
平面区域上的实函数，我们只能考虑偏导数.但是复数是可以相除的， 
因而类似实变量，我们需要考虑函数关于复变量的可导性. 

设是 C 中的区域， / U ) 是上的函数.上一章中我们定义了 
/ U ) 对实变量和^的可导性.但作为复变函数，我们需要讨论的是 
/ Or ) 对复变量 z 的可导性. 

定义1设 w =/ o ) 是区域上的函数，.如果极限 


lim 


/(2) — /O 0 ) 


存在(有限复值），则称 / U ) 在 w 处可导，并将此极限值记为尸 （ z 。） ，称 
其为 /( 幻在&处的导数. 

定义2如果 存在％ 的一个邻域使得 / U ) 在邻域 
的每一点都可导，则称/(幻 在 ☆ 处解析.如果 /( 幻在 D 内的 
每一点都可导，则称 / U ) 为 D 内的解析函数，或称 /( z ) 为 D 内的全纯 

函数. 

类似于一元实函数，由定义不难看出如果 /( z ) 在^处可导，则 
/( 幻在❿ 连续. /CO 在 a 处可导的充分必要条件是存在复线性函数 




乂(之一 2。） （其中 Z 是一常数），使得 

/( z ) — /Oo) + A(z — z 0 ) + o(\z ~ Zol ) (z — z 0 ). 

在多元微积分中我们知道偏导数 ^ 和 g 的存在并不能保证函数 

连续或可微，这是因为偏导数仅与函数沿 r 轱或沿^轴方向的变化有 

关.而在上面复函数 /( z ) 对复变量2的可导的定义中，极限 

1 . f ( z ) — f ( z 0 ) 

lim - 

^-*^0 Z _ Z 0 

的存在要求2以任意方式趋于 A 时，极限都存在且相等.特别地 f ( z ) 
在 A 处沿各个方向的变化率都必须一致.这要求 / a ) 有很好的性质 • 
关于这点我们还将在以后作更深入的讨论. 

例 1设/(^) =/，证明 / U ) 在 C 上解析，且/ G ) = 

证明 Va € C ，由 

Z 2 一 4 (z + Zq){z — 2 0 ) , „ 

-=- = Z + z 0 ^ 2z 0 (z z 0 ). 

Z — Z Q 之一之 0 

zo 是任意的，得 / U ) 处处可导，即 /( 幻在 C 上解析，且 / U ) = 2 l 
例2 证明 f ( z ) = zz 在 2 = 0可导，在其余点处处不可导. 

证明 由于 


lim — = lim 云= 0， 

:一0 Z 之一0 

因此 /O) 在 z = 0 处可导，且 /' (0) = 0 .但当 z Q = Xo + iy 0 ^ 0 时，取 Ax 
和 Ay 为实数，则 


lim 

Ax -*0 


f ( z 0 + Ax) — f ( z 0 ) 
Ax 


2 xq 9 


f ( z 0 4 - i △: y) — /(之 0 ) 


— 2 iy 0t 


上两式不相等，因此 /U) 在 ☆ 处不可导. /U)=d 在任何区域都不是 
解析函数. 

例3设 /( d=b 证明 /U) 在 C 上处处不可导. 


证明 V 2：。=：*：。十^ 


; a . TTfll 


z — z Q — x — ocq 

Z — Zq X ― x 0 


而如果令 2： = Xo + iy， 则 
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之 一 ％ : y — ：yo 

由此推出 / U ) 处处不 可导. 

利用微积分中类似的方法不难证明函数对复变量 z 有下面的求导 
关系. 

定理 1如果 /(=) 和都在 a 处可导，那么 

(1) /o) 士发 o) ，/0)发00在 t。 处可导，并且 

(/ 士犮 )’ Cz 0 ) — f (z 0 ) 土 g f Oo) ， 

(ZV)’Oo) = f <iz 0 )g(z 0 ) + f(z 0 )g f (z 0 ); 

(2) 设关0,则_在々处可导，并且 

/ 、 f (. Z 0 ) g ( z 0 ) — /( 之。） 发 ’ （之 0 ) 

( "° )== 5 

(3) 设 w=^(2：) 在之 0 处可导， /(u0 在加 0 =反(之 0 )处可导，则/。 g 
在☆处可导，并且 

(/ 。 gy Uo> = /’[ 犮 Oo)]〆 Oo). 

定理1告诉我们，解析函数的和、差、积和商(分母不为零)都是解 
析函数，两个解析函数的复合函数也是解析函数. 

例 4设 / Or ) 是区域 D 上的实值函数，证明 fiz ) 在 D 上解析的 
充分必要条件是 / G ) 在 Z ) 上为常数. 

证明 充分性是显然的，现证必要性 • 任取2。=0：。+〖3；。€/)，如果 
令 z = x + i ： yoeD ， 则 

f O 0 ) = lixn f - M ~ fiZo) = 

r 0 z 一 z 0 ax 

为实数;而如果取则 

/，(之。 ） = lim ’ A ) 二 fiZo) =- i |^ 

z ~ z 0 Oy 

为 虚数. 因此必须 /' U 。）-^, 即^三0，_三0.得 /( z ) 为常数. 

由例4我们有下面常用的一个推论. 

推论 如果两个解析函数的实部(或虚部)相同，则此两解析函数 
之间仅差一常数. 
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例 S 多项式…+屯在 C 上解析，有理函数 
在 C —{± i } 上解析. 

下面我们来讨论关于解析函数反函数的求导法则.解析函数与实 
可导函数有许多不同之处.对于实函数我们知道可微函数的反函数不 
—定可微，例如 y = x z 的反函数 y = ^ Tx 在= 0处不可微.但对于解 
析函数，若它存在反函数，其反函数也一定是解析的.为说明此点，我们 
先给出下面的定义. 

定义3区域 D 上的解析函数 /( z ) 称为单叶解析函数，如果对任 

意 则 / Ol )#/ (之 2), 

定义4设为 C 中的区域，映射 w = /(2) : 仏称为解 

析同胚（或全纯同胚），如果 W = /(2 T ) 是区域 A 上单叶解析函数， 
认 ，并且 /( z ) 的反函数^二广 1 *^): X 3 2 — A 也是解'析的.如果 

Oi = n 2 Hfl ， 则称 /( z ) 为 fl 的全纯自同胚. 

解析同胚也称为共形映射，在本书的第八章中我们将对其作详细 
的讨论. 

对于解析函数的反函数，我们有下面的定理. 

定理 2 设 / U ) 是区域上的单叶解析函数，则 

(1) /'(=) 在上处处不 为零； 

(2) /03)是开集，因而是 C 中的 区域； 

(3) 广 1 : / U 3)— 在 /( fi ) 上解析，并且 


( 广 1 V[/U)] 




即只要解析函数 / U ) 在 D 上是单射，则/: / (W 必是解析同 

胚. 


由于这一定理对于一个变量的实函数是不成立的，因此它不可能 
仅通过导数的定义 lim /( g Q ) =/ U 。) 简单推出.它的证明将在 

*—x 0 z 一 Zq 

第三章中给出. 


§ 2. 2 Cauchy-Riemann 方程 


在§ 2. 1中我们看到，函数和/0)=5虽然对 
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_ dv(j ： o9yo) . du(x 0f y 0 ) 
dy 1 dy • 

定义 1 微分方程 

Bu — dv Su 一 dv 
Bx dy 9 dy Bx 

称为 Cauchy-Riemann 方程，简称为 C-R 方程 • 

定理 1 表明如果/(幻=奴工，30+^；(^：，3；)可导，则其实部和虚部 
之间并不相互独立，需满足 C - R 方程. 

例1设 / U ) 为区域《上的实值函数 •如果 /( z ) 在区域 X 2 上解 
析，试用 C - R 方程证明 / U ) 在区域幻上为常数. 

证明将 / O ) 表示为 u(j ： 9 y)+iv(x 9 y ) 9 由于 / O ) 是实值函数， 
得 ^( x ,^) = 0. 因为 /( z ) 在区域 D 上解析，所以在 X 3 的每一点都 
满足 C - R 方程，因而 

du dv du dv 

由此推出 U 三 C 为常数函数，因而 fiz)=c 也是一常数函数. 

在微积分中我们知道偏导数的存在甚至不能保证函数连续，因此 
定理1的逆一般是不成立的，即均存在偏导数且偏导数满足 C-R 
方程并不足以保证函数 f=u+iv 关于 2 可导. 

例2令 

jO , x 尹0且 : y / 0， 

u{x 9 y) = 

(1, 工 =0 或 ： V = 0, 


v(x^y) = 1 , 

则在点 （0,0) 处， wCxj ) 和 t ； Or ，： yO 都有偏导，并且满足 C - R 方程，但 

/O) = M(x ，： y) + iv(.x f y) 

在 z = 0 处并不连续，因而不可导. 

对 C - R 方程加上一定的条件，我们有以下的定理. 

定理2上解析的充分必 
要条件是奴: r ， y ) 和 〃( x ，： y ) 在区域上处处可微，且其偏导数在区域 
O 上满足 C - R 方程 
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证明设 / U ) 在上解析，对任意以=1。+〜€^3,我们有 

/( 之） = /Oo) + f iz 0 )iz — Zq) + oi\z —■ 之 0 |). 

比较上式的实部和虚部，得到 《 Cr ，： v ) 和 tK : r ，： v ) 在(為,加)处 可微. 再由 

定理1知，以; roO 和 tK : r ，： v ) 的偏导数在上满足 C - R 方程， 

现设 z 0 = Xo + iy 0 ^ (2,u(x 9 y) ，770，^/)在0。，3^)处可微，且满足 

C - R 方程.由可微性得 

u(x 0 + ^jc 9 y 0 + △:V) — w(x 0 ，： yo) 

du ( x 0 , y 0 ) K , 3 m ( x 0 »^ o ) * ■ , m ~~— .- ~ rr 、 

= — ^ — ^ + ― 石 —△: V + o(V|Ax | 2 + 丨 △: vl 2 )， 

v ( x 0 + Ax ,^ 0 + △: y ) — v ( x 0 , yo ) 

=+ 0( v 「 a ^+ I 幼 I ” . 
因此，如果令 Aj ^ = Ax + iAy ，则有 

yx 之 o + 仏）一 /x 之 o) 

- 3 w ( x 0 ,3/ 0 ) , . dvC ^ ojyo )! ^ 

= L 一 ^ — + 1 一— 

+ + i + -(| A ,|) 

= 「 如 Oo’JVo) — . ^fCroj^o) 1 A 
L ox oy J 

rawCxo ^ o ) , - t M * n 

= ^ ( ^- o) ](Ax + ^)+ o(|A,|) 

= -^^, 0 ) _ t ] a , o ( II ). 

于是得 / u ) 在 a 处可导 • 由于是任意的，故 / o ) 在 n 上解析. 
证毕. 

例3设 2 ：=工+卜，利用 Euler 方程，我们 定义： 

e* = e 工切 = e x e iy = e x (cosy + isin》）. 

证明 e z 在 C 上解析. 

证明由于 


uCx 9 y) — e^cosy » v(jo,y^) = e^in.y 
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在 C 上有连续偏导数，从而它们在 C 上可微.注意到 

Bu , 3v 3u - . dv 

- = e cos) = 5 ， ^；=-e smy = - 石， 

这说明满足 C - R 方程.由定理 2 知 e * 在 C 上解析. 

例4 设 “ Oc ， y ) wOr ，： y ) 都是区域 filC 2 的函数，证 明： 如果函 
数/0)=«+沁在上解析，则尸 U ) 在卩上解析. 

证明 由于 / U ) 在上解析，因此 并且〜 t ； 满 
足 C - R 方程： 


3 u — dv 3 u 一 dv 
dx dy 9 dy 3jr* 


利用此以及 《，t; 为区域 D 上 C 2 的函数得 



可见， / (幻的实部和虚部满足 C-R 方程.所以/ U) 解析.证毕. 

上面我们讨论的是解析函数的实部和虚部的 关系. 如果进一 步问: 


对于 区域打 上给定的一个 C 00 的实函数 M Or，：y) ，在什么条件下其能成 
为一个解析函数的实部？即 C-R 方程在什么条件下有解 vU ， y )? 为此 
我们需要考虑 C-R 方程的可解条件. 


对 C-R 方程求二阶偏导，由_ = _，|^= — _，得 


因此 


_ d 2 v — d^v 

3 x 2 dxdy ’ dy 2 dxdy 

B z u d 2 u _ 

^ + ay = ° - 


定义 2 我们称 


a 2 a 2 

dx 2 dy 2 


为 Laplace 算子. 

定义 3 如果区域 D 上二阶连续可导的函数《0：，：^)满足 

= 0， 


则称〃为/2上的 调和函数. 
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v ( x 9 y ) 


, duj 


由于上面积分与 ^ 的选取无关，因此的定义是合理的.微分得 

, Bu , du , 

dv== 石 dy — 巧心， 


Bu 3v 3u dv 3 z v 

石 = 石 ， dy = ~ di" a? + ay = 0, 

这就证明了 rK * r ，： y ) 是 w ( jr ， jy ) 的共辄调和函数. 

如果 A ( x ， j ；) 是 wCr ,： y ) 的另一共轭调和函数，由 C - R 方程得 

dvi(^^y) ^ dv(x 9 y) 如 i(x，30 _ dv(x 9 y) 

dx dx ’ dy dy 

由于/2是单连通的，因此有 vi(x 9 y) =v(xyy)~\~c. 证毕. 

定理4中单连通的条件是必须的.例如令 

uCr ， y) = ln ( x 2 + y 2 ) , 

则《(工，>)是打= C 一 {0} 上的调和函数，但其在打上并无共轭调和函 
数-这点读者可在学完本章后利用 Lnz 的多值性自己验证. 

另一方面，对于任意区域和=。€仏总存在 a 的邻域使 
得 D 是单连 通的. 如果 “ Cr ，^) 是内的调和函数，由定理4知 a 在 Z ) 
内存在共轭调和函数 • 换句话说，调和函数局部总是一个解析函数的实 
部. 

在第一章中我们形式地引入了另一复变量使得 

z z z — Z 

x = 丁，尸了 • 

因此用实变量 X 和^表示的关系式都能用复变量 Z 和 S 表示.一个自 
然的问 题是： 怎样用复变量表示 C - R 方程？通过这样的表示能得到什 
么结论？ 

第一章中我们还定义了函数关于=和5的形式偏 导数： 


!(£ + 


1 悬). 


首先我们举例说明怎样用它们来表示一些重要的算子. 
例 S 证明：利用复变量; 2 ：和 Laplace 算子 



可表示为 


证明由 




厶= 4 


. B \ 
l By )^ 


a 2 

dzdz * 


i = i (£ + 


1 悬)， 


_a _ _a 

dx dz dz 


因此 




i~z + 


a J d d) 

，石 =1 ( 石—运卜 

a” i「./ a an 2 , a 2 
3k) + l l \di-akl} =4 a^i 


例 6 证明函数 lnOr 2 十 y) 是 C — {0} 上的调和函数. 
证明因为当 z = 时，有 


△ InCx 2 + y 2 ) = 4 


_ d i z ' 

zz = 4 = r ~ ~ 
oz \ zz > 


所以函数 InCr 2 十 /) 是 C —{0} 上的调和函数. 

定理 5 CC - R 方程）设 uOc ， y ) ， pCr ，： y ) 是上 (7° 的函数，则 

/O) = u(x 9 y) + k«0 ， jy) 

在 i 3 上解析的充分必要条件是 


证明由 

3/0) — 丄 I 3^ 
dz 2 1 


得 = G 等价于 


誓 =。. 

音(蠢十 i 悬 ) Luix.y) + iz ； Cr ， >0] 

1 ( Bu Bv \ , i f 9 m . dv \ 


3 u dv Bu 
di = dy ^ dy ^ 

即 W Cr ，： y )， Kx ，： y ) 满足 C - R 方程. 证毕. 
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定理 5 表明，利用复变量 z 和 LC-R 方程可表示为 


a / o ) 

dz 


一个 C °° 的二维实向量函数(《(工， 3 /)， 1 ；(： 1 ：， 30 )用复变量表示时为 

uix.y') + iv(x f y') = f(x 9 y) = /| Z j Z ) - 

定理 5 告诉我们上面的函数是解析函数的充分必要条件是其独立于变 
量云. 

卞面两个定理是定理4和定理5的应用. 

定理6设 D 是单连通区域， / O ) 是 fi 上关于实变量 x 和 y 二阶 
连续可导，且处处不为零的解析函数，则存在 fi 上解析函数 gOr ) ，使得 

〆*)=/( 之 ). 

证明在 D 上定义实值函数 W =ln I f ( z)l ,/ U ) 和尸 U ) 在上 
解析，由 C - R 方程得 

咖 = 0 ， 涵 =0 . ^l = o 9 = 0 

OZ OZ OZ OZ 

对 M 应用 Laplace 算子』在，得 


Aw = 2 


8 2 ln/(z) f(z') 
dzBz 


昏 ’⑷运顶 


dzlf(z') /(z) 」_ \ /(z) I ~ 


因此 M 是 D 上的调和函数.但是单连通区域，所以存在上调和函 

数 w 使得 =^ A ( z ) 在上解析.而 

\e hU) | = e K = e ln|/U)1 = I/O) | ， 

因而由 C-R 方程得存在常数 d 参阅习题二第 3 题），使得 = 
f ( z '). 设 c^e 1 〃，令 g(2：)=i0+AO2r) 即可. 证毕. 

定理 7设 D 是单连通区域， /G ) 是上关于实变量: r 和: y 二阶 
连续可导，且处处不为零的解析函数，则对任意自然数;1,存在 fi 上解 
析函数 au ) ，使得 k n M = nz ). 

证明 由定理6知，存在 D 上解析函数尽 k ) ，使得 =/ U ) •令 








在 (工0,3^。) 处的 Jacobi 行 列式. 

证明由定义，映射 Jacobi 行列式 
为 

du du 

dx By — dv 3u dv 

dv dv ~~ 3y dy • 3x' 

3x dy 

由 C-R 方程上式可写成 


_) 2+ (_) 2 =1，％。)1 2 . 


证毕. 

推论1设 /(d 是 D 上的解析函数，导函数/ U) 处处连续.如果 
在 zo = x Q +ijy 。 处则存在; 2： q 的邻域 D， 使得 

(1) /(D) 是开集 ； 

(2) /： Z)—/(D) 是 一一 映射； 

(3) 广 1 : /CD)—D 在 /(D) 上解析，且 


(广 1 V(w) 




其中 w=/U). 

证明将/0)=«0,30+匕( > 3：，30看做映射(:*:，30><^，1；)，则其 
Jacobi 行列式 |/U 。） | 2 >0. 由微积分中逆映射定理知存在的邻域 
乃，使得 /CD) 是 开集; /: D— /(£>) 有逆映射 疒 1 : f(D)—D. 设 zeD ， 
令 xv = f{z) ，则有 

(/，》 lim 广 1 ( 。 — 广 1 ㈤ 

«/— w W — ZU 

= 7(.0 " /(Z) 


^ = ? U )* 


Z 一 z 


推论得证. 
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下面是这一推论的一个典型应用. 

例1设/(幻=«+卜在区域/>上解析，导函数处处连续，且其实 
部和虚部满足方程 《 3 =i ，试证 /U) 在 D 上为常数. 

证明如果存在点 使得， G。） 关 o, 则由上面推论得 /(z) 
的像集 /CD) 包含内点.但 K 2 中的集合 = W 无内点，矛 
盾. 由此推出 尸 G) 在 D 上处处为零，从而 f(z) 为常数. 

设 ficz c 是 c 中的区域，我们在其边界 afl 上取定一个定向，使沿 
此定向走时， d 总在左手边，称这一定向为边界 an 的 正定向 .设 

是 d 上一个变换，满足 FOfi) -=dF(w. 如果 f 将 afl 的正 
定向映为 aF(fi) 的正定向，则称变换 F 在 n 内是保 向的; 反之称变换 
，在内是逆向的.在多元微积分的积分变元代换公式中，我们知道 
当一个变换 (x，：v)h-( M ，t；) 的 Jacobi 行列式处处大于等于零时，则此变 
换对定义域内任何区域都是保向的•如果将映射(: r，：y)h( W ，t;) 表示为 
复函数 fCz)^u+iv 时，其是区域上解析函数，则映射的 Jacobi ft 
列式 l/'U)| 2 处处大于等于零，因而是保向的. 

推论2如果变换 《；=/( 幻是 A 到 A 的解析映射，则其是保向 
变换. 

#全纯切映射与保角变换 

上一章中，我们说明了如果将实可微的映射(: T，30h( M ，tO 表示为 
复函数幻时，为了保证其诱导的切映射是复线性的，我们在 
将曲线 (X(d ,3；(f)) 表示为复坐标时，需要定义其复切矢量为 

(dz (Q dzCt) \ 

i~dr ,_ dD- 

但如果我们考虑的函数 w =/ g ) 是解析的，由于/匕)独立于 变量匕 
因此不需要考虑5方向的偏导数.这时对于可微曲线(: rG) ，〆 £)),将 
其表示为 2(0=x(0 + i：y ⑴，则切映射 

r ： z i (o+iy co ^ df ^°^=fiz(o2z , a> 

对切向量 /( t ) 已经是复线性 的了. 因此不需要考虑.所以在讨论 
解析映射诱导的切映射时，对于 &ec， 我们只需考虑 y “)的部分弃 
定义： 






f dg(0) 


XO 是过％的可微曲线， z (0) 


: Tl 。 称为 & 点的全纯切面.对于解析函数/，我们称 

r : , a^f(zo)a (a€T, o ) 

为解析映射 w =/( d 诱导的全纯切映射. 

设/(2)是 D 上的解析函数，5：。 GD ，/ 7 (2：。)#0.设^ 是过之。 

的一条曲线，满足 ^0 = ^(0) ，则^^是 Z ⑴在 Z 。 处的切向量，而 


dz(Q) 

~~dT 


d/[jg(Q)" 

dt 


f ( z 0 ) 


dz(0) 


是曲线 /[>(0] 在 / Uo ) 处的切向量.这时 


d /「2：(0)1 , fl r . - d 之 （0) 

d. = 17 ⑹ 1 ~1T 9 


d /[ g (0>] 


Arg/' U。）+ Arg 


dg(0) 


I / 7 U 。） I 表示切 映射尸 对向量长度的伸缩，而 Arg 尸 (以) 表示切映射 
对向量的旋转.即 尸是将 ☆ 点的全纯切面作 I / 7 U 。） I 的伸缩后，再按 
逆时针方向旋转 Arg / (以），然后映为 /( z Q ) 点的全纯切面.特别地，如 
果我们定义中过^的两条曲线 z 2 iO ^ z 0 的夹角为其在& 
的切向量之间的夹角，则上面关系表东 A U ) 与的夹角等于 
/ blO )] 与 /[2 2 ( f )] 的夹角，即 

Arg ^^-Arg = Arg 巧 ⑻] -Arg 处石⑻] . 

同时向量和^之间的旋转关系与向量和 
之间的旋转关系 相同. 满足这样关系的映射称为第一类保角映 


射 .如果一映射& 在心 点仅保持过 Z 。 的曲线间的夹角,但改变了曲线 
间的旋转关系，则称 g 在 A 是第二类保角映射.综上所述，我们得到解 
析函数/在其导数不为零的点上是第一类保角映射，见图 2 . 1 . 

注导数不为零对切映射的保角性是必须的. 
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例2令 / U )= z 2 , 则 / U ) 将 x 轴正向映为 I 轴正向.对任意 
<9 0 6 (0,27 c ) ，直线 2 ^)= 〆 〃。在 Zo = z(0) = 0 处与 X 轴正向的夹角为氏， 
而 /[ ⑷)] = fe i 2 〜 在 A 处与: C 轴正向的夹角为2九,故切映射在 Z 0 =0 
处不是保角映射. 

例3 函数 w = /( z ) 称为反解析函数，如果7^7是解析的.由 
得 /( 幻是反解析的当且仅当 |f =0,即 / G ) 独立于 


变量 z . 这时在考虑/的切映射 /• 时，对曲线 2( f ) ，定义 /* 为 


r ： z ! {t) ^ 




于是在的点上， /* 是第二类保角映射. 


例4令 /( z )= h 则 /( Z ) 是反解析函数. /( Z ) 总是将光滑曲线映 
成关于7轱对称的 曲线. 因此 /(=) 将保持任何两条曲线之间的夹角， 
但改变曲线间的旋转关系，例如它将过原点的直线^ 力和 映成了过 
原点的直线和 te ' 所以 / U ) 是第二类保角映射. 


§2. 4幂级数 


解析函数的研究主要有两个方 法：由 Weierstrass 提出的幂级数 
方法和由 Cauchy 提出的积分表示方法•本节中我们将对幂级数作一 
些介绍，以便读者尽早了解和熟悉这一方法. 

设 C . 我们称形如 


^a n (z — z 0 y 9 





的级数为 ☆ 处展开的幕级数，或称对 t 一 a 展开的幂级数，其中 

k 

c . 对给定的 = ec ， 如果其部分和的序列收敛， 

n = 0 

则称此幂级数在 2 处收敛，记为 

+ oo k 

S ( z } = y 2 a„(z — z q Y = lim (之一 z 0 ) n 9 

k —十如 = 

并称 SU ) 为级数 的和； 否则称幂级数在 z 处发散. 

例如在第一章中我们用幂级数定义了指数函数#和三角函数 
sinz 9 cosz t 

我们称幂级数 f a n U — 〜) n 在区域 O 上一致收敛于函数 / U )， 

H = 0 

如果 V e >0,3 W ， 只要是 >7 V ， 则 V 仏都有 

k 

f ( z ) — ^ a n (z — z 0 ) n < e . 

n = 0 

与序列极限相同，对幂级数一致收敛的判别我们有下面的 Cauchy 
准则. 

定理 l ( Cauchy 准则）幂级数 f 以)”在 D 上一致收敛的 

n= 0 

充分必要条件是 V e >0,3 V ，只要心 >々 2 > W 则 V sea 都有 

I 

I 2 ^„( 2r — z Q y < e . 
n =* 2 

证明方法与实的幂级数相同，留作练习. 

利用 Cauchy 准则，可得下面关于一致收敛常用的一个判别法则. 
定理 2( 控制收敛原理）如果对《 = 0，1，2,…，存在 M „ ，使得 V 

+• +0° +oo 

仏有 I (之一 z 0 ) n \ ，且2 M „ 收敛，则2 a„(z —之 0 )"在上一 

n=0 n»0 

致收敛. 

+ CO 

证明如果级数 X ； M „ 收敛，则其满足 Cauchy 准则，于是得幂级 

n = 0 

-f-oo 

数 J2 ： 0 ) n 在上满足一致收敛的 Cauchy 准则，证毕. 

»=0 

例1第一章中我们定义了 



knV 

\z\ n J? n + °° 

对于 任意及 >0,以及任意之 GD(0，iO, 由^ L <^ ■，而 g & = e R 收 
敛，因此根据控制收敛原理得£ f 在 D(0，/O 上一致收敛. 

n=^0 • 

与实的幂级数相同，关于复的幂级数收敛性质的基本定理是下面 
的 Abel 定理. 

+ oo 

定理 3(Abel 定理） 如果幂级数 2 。)” 在 z¥z 0 处收敛， 

n—O 

+00 

则对任意 0<r <|/— ,幂级数 U —☆)” 在闭圆盘 


D ( z 09 r ) = {z \ \z — z 0 \ ^ r } 


上一致收敛. 


证明由 ^ anC ^- zoY 收敛知，当时， 

k k 一1 

\ a k ( z r — z o y I = ( (之 ’ 一 之 0 )" — 2 a ” (:’ — 之。)" I— 0， 

n=0 tt=0 

从而序列 {<2* (V — A)* } 为有界序列•设 I a* (V — Z Q )* 丨 <M，A = 0, 1， 
2, •• ••对 V s6Z)Oo, 厂），以及《 = 0，1，2, …， 我们有 

|a„(z — 2。）” I = a „{ z ' - z 0 r ( ( 二 _:))” < M ( | z ' 二。 j) - 

㉞户 r 

收敛. 由控制收敛原理得幂级数 f 〜 (z —在 DU。，r) 上一致收敛, 
证毕. 

十 w 

利用定理3,对给定的幂级数&)”，令 

f +°° 

R = su p { k — 之。| I 乏] a n O — 之。)" 在 2 点收敛 }• 




及 e [0，+ oo ] 称为幂级数的收敛半径•由 Abel 定理知， 

n— 0 

+ °° 

v r e ( 0 ，幻，幂级数芝>„(之一之 o )” 在万^777上一致收敛，而当之务 

n=0 
+ oo 

z > U ， _ / T ) 时，幂级数 z 。)” 发散.在边界 

n=0 

dD(z 0 ,R) = {z\\z — z Q \ = R} 

上，幂级数§〜0^_2。)” 在有些点处可能收敛，在有些点处可能发散. 

n = 0 

例2幂级数的收敛半径 为零; 幂级数£ f 的收敛半径 

n = 0 «*==0 

为1，其在2 = 1处发散，在 ==— 1处 收敛; 幂级数§ _的收敛半径为 

«=o n • 

+ oo. 

对于给定的幂级数其收敛半径7?可通过其系数利 
用下面公式 求得： 乳 

引理对幂级数 f — z 。)％ 设 ilr ^ 即 L 为序列 

n = 0 ”一十 00 

的上极限，则 

(1) 当1 = 0时，幂级数的收敛半径 R — + oo ; 

(2) 当 L =+ m 时，幂级数的收敛半径/? = 0； 

(3) 当 0< L <^ 时，幂级数的收敛半径尺= 


证明下面我们只证明 （3) .设以|< 


Hm V | a n | 


= ，即 


lim V \a n \ \z — z 0 \ n < 1. 

► 十 oo 

取户使得 li^^/|aj 4_〜|”<户<1，则由上极限的定义知，存在#, 

ft 11 • *4* 

使得只要 《> iV ， 就有 | a„U —I <，•而级数 f 〆 收敛，得幂级数 

n=0 

+oo 

^ a n ( z ^ Zo ) n 收敛.因此 



R > 


_1_ — 丄 

lim \ a~\ L 


rt- ► 十 oo 


但如果 \ z — Zo \> 


_-L_ 

lim V|a„| 


lim V \ a n \\z — z Q \ n > 1 ^ 

ft 一 + oo 

则由上极限的定义知，存在序列的子序列 — z 。”}， 
使得 lim ( 2 ： — 2 ： o) rt * = oo •于是 U ajl ( 2 ： — z 。)” 发散•因此 

化一 +oo * 




V \a n \ 


引理得证. 

利用这一引理，则 有: 


定理 4 幂级数 Da„(2r —2：。)" 与 Uwa„0 — 2：。)” -1 有相同的收敛 


半径. 


证明由 lim = 1 得 

ft 一十 oo 


lim N\a n \ = lim V n \a n \ y 


所以由引理知定理得证. 

有了上面的准备，本节我们要证明的基本定 理是： 

定理 S 设幂级数 f a n { z — z 0 ) n 的收敛半径为/?>0,则 

n=0 

+°° 

fM = S 12 ” (：一之。)” 

«*0 

在 D ( z 09 R)^{z \ k — 2。|</?}内解析，并且 

+ oo 

/’ O) = ^na„iz — 之 。）"— 1 . 
n^l 

证明¥之，€1)(之。，及），取^>0，使|/—之。|<0*<及，则在万^7) 

+ oo +00 

上幂级数与乏>«„(2— A )”- 1 都是一致收敛的.我们仅需 





幕級数 


要在 ZHzcMr ) 上讨论 / O ) 在/的可导性. 

k 

对任意々=1，2,…，令* S *(： s ：)= — 2 。)％则 

» — 0 
k 

S ! k {z f ) = ( 之 ’ — 之。）” -1 . 


f(z) ~ f(z f ) 


y]na n (z f — z 0 } n ~ l 


< & w = + g 吨 w — 之。广】 

z 


»==*+1 


2 a « 


(Z — ZqY — (z f 一 z 0 ) n 


n=*+l 


Z — Z 


由于 


(z — z Q y — { z f — z 0 y 


z — z 


2 (之—之。)” _1 (之’—之 0)’ — 1 


< 公 I O — 之 0 广 , M ( 之 ’ 一 ^o) I_1 1 ^ nr n ~ x , 

f=l 

-(-oo -|-oo 

2 na n (z — ZoT -1 < ^ n\a n \r n ~ l j 


«=m 


n = A+l 


现已知 DnkkH 收敛，因此 V e >0, 可取心，使 


En | a „ | r ” _1 < +• 

n=4 Q 

现在 (2. 1)式中令々=々。，由 

i. I&O) — S k (z f ) 一， 


z — z 


知，存在5>0,使 | z —/ |<5 时， 

I s k {z) — S k (z f ) 


z 一 z 


~S[ (zO = o 


一 S } k (z f ) < V* 


因此 I z —之 'I <5 时， 

I / o ) — /< y ) 


z 一 z 


^ na n { z f — z q Y ~ 1 < £. 
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这样我们就证明了 / U ) 在/可导，且尸 

««1 

证毕. 

推论1设幂级数 — 之。)”的收敛半径及>0,则 

« = 0 

/( Z ) 在乃(2。，及)上任意阶可导，并且有〜=^^，即 

/⑴= g ^^( 2 - Zo r . 

推论 1 表明，幂级数就是其和函数 /(=) 在^处的 Taylor 展开式 . 
推论 2 如果 / G ) 可在 z 。 的邻域内可展开为2—2。的幂级数，则 
其展开式是唯 一的. 

在第三章中我们将证明定理5的逆定理亦成立，即如果 /(=) 是圆 
盘上的解析函数，则 /( 幻可在 DU 。， 及） 上展开为幂级数 

+ oo 

f ( z ) = ^] a n (z — Zo ) n . 因此对于圆盘1>(2：。，及)这样的区域，关于 5： — 2；0 

n=0 

收敛的幂级数与其上解析函数之间一一对应.解析函数的性质可通过 
幂级数的研究得到，同样幂级数的性质也可通过解析函数来反映.例如 


我们前面证明了解析函数经+， 一， X ，十（分母不为零)和复合后仍是 
解析函数，因而同样的幂级数在相应收敛区域内也可作+， 一， X ，+ 
(分母不为零)和复合的运算.下面对这些运算作一些简单介绍. 

幂级数的乘法：设给定两个在 Z 。 点的邻域上收敛的幂级数 


/U) = ^a n (z — z o y = 

n = 0 


+ oo 

E 

n — 0 


/⑷“) 

n \ 


(之 一 z 0 Y j 


+°° p- (n) (z ) 

g(z) = ^]b n (z — z Q y = ^ - 厂 — z 0 ) n . 

n—0 n = 0 衫 • 

我们定义其乘积为 

- -)-00 -1 厂 +oo ■ 

fMg(z) = — ZqY • ^b n (z — z Q ) n 


2 t a kb n —k {z — z o y 


+ 


(/ g )( n> (之。 ) (‘ 


n \ 


z , r . 


其也 是在％ 点展开的幂级数. 
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+ CO +oo 

如果 n ， r 2 分别是幂级数 — 2 。)” 和 ^ b „( z ~ z o y 的收敛半 

«=0 

径，则其乘积 


^a n {z — z o y • ^jb n {z — z 0 ) n = 2 {z — z 0 ) n 

n = 0 n«0 n = 0 ' i = 0 / 


的收敛半径大于等于 minin ， r 2 }. 这一点利用定理 5 的逆容易看出，也 
可利用微积分中关于绝对收敛级数的和与求和顺序无关这一结论直接 
得到.这里不再详细证明了. 

十 oo • 

例3 令 f(z) = l~z,g(z)=^—== 乏]/，则其收敛半径分别为 

丄 Z rt=0 

厂 1 = +°°， r 2 = 1，但 /( Z ) g ( 2 ：) = (1 — 2 )( D 之 ” j =1 的收敛半径为 

' n=0 I 

+ oo , 其大于 min { ri ， r 2 }- 

幂级数经相除和幂级数经复合后所得的幂级数一般可通过 待定系 
数法 求得. 

十 oo + oo 

例4 设 /(2) = E (” + l ) V *，《(2：) = 2 (― l)"(n + l )2： n . 假设 

n =0 «=0 

f 办 〆 ， 其中乂 为待定系数，求 h ， b ” b 2 . 

rt =o 


解 由 + b n z n ^ (一 l) n (n + l ) g n 


«!=0 


« — 0 


n = 0 


，比较对应 


系数，得6。= 1， 一 —26 i +6 2 =9, 解得 


—- 1 ^ b \ 6 ? 办 2 == 18. 

+ oo -J-oo 

例 5 设 / ( 之 〉 =E (w + 1 ) 2 z n y g (z) = 2 (—1 )” 似 '假定 

n=0 n — 1 

/ [貧(之）]= 求 bo , bub 2 ^ 

n = 0 

解 由 

1 + 4( —2 + 2 z 2 + •••) + 9( ——之+ 2之 2 + .") 2 + .”=办 0 +办 1 之+6 2 之 2 _，_,， 

比较对应系数得 bo—l ^i = —4,62 = 17. 

' 如果 /( x ) 是 [ a ， 幻上一实值函数，设其可展开为收敛半径为 i ? 的 

H-OO -f>oo 

幂级数 /(^)= y ^ a w ( x — xo ) n . 令 fiz )— y ^<2 n ( z — x Q )"， 则其收敛半径 

« = 0 n = 0 
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也是尺. / U ) 是 / Cr ) 对复变量的解析扩展. 

利用 sin ： r ， C c ) S ： r 和#的幂级数展开，在第一章中我们定义了 ; 


n — \ 


Z 


2” 一 1 


sin, = (2«-1)1 


COSZ = S(— 1 广 1 


Z 


In 


{2n)\ 


由定理5得 sinz ， cos £ 和 e z 都是 C 上的解析 函数. 

应当说明的是 sinKOu 和^作为实函数满足的各种恒等关系式 
都可以表示为 x 的幂级数之间相应的恒等关系式，而这些关系式仅涉 
及 x 的代数运算，因而用复变量 z 代替 x 时其同样成立.例如我们同样 
有和角 公式： 

sin (之 1 + z 2 ) ― sinz 1 cosz 2 + sin 之 2 cos2Ti ; 

同样有 

e * i +a 2 = , ( sinz ) ; = cosz 9 ( cosz) f = — sim 

这里就不再一一证明了（参阅习题25,26,27). 

另一方面，由于虚数 i 的引进，利用级数直接计算得 Euler 公式： 

e u = cosz + isinz . 

同样我们有 

. 沙一 e _It e u + e _ir 

smz = -- ; cosz = --- . 

因此如果以作为基本初等函数，则 siiiz 和 cosz 都可由 e 2 得到.同样 
的关系对于反函数也是成立的,所以下面我们将以 e 1 及其反函数 Lm 
的讨论为主，并利用其得到其他的基本初等函数. 


*§2.5 多值函数与反函数 

直接利用幂级数定义初等解析函数的反函数是有困难的，例如我 
们知道 

ln(l + x ) =工 —f f + …， 
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如果以 z 代： r ， 则我们得到的只是在圆盘乃(0，1)上的函数，并不是指 
数函数 e 1+ l 的反函数.为了得到初等解析函数的反函数，我们需要考虑 
多值函数. 

集合 S 上的多值函数 F 是一映射，其将 S 中每一个点映为 
C 中一个集合(有限或无穷），以 FOO 记 2 对应的集合. 

设/(幻是区域 D 上的函数.令5 = 对 V 如果令 

则当 / U ) 不是单射时， F 是 S 上的多值函 
数.我们将 F 称为 / U ) 的反函数.有时也将 F 表示为 

例 1 设函数 / O ) == 2 ： 2 •如果 2 = re i (9 #0, 则 /( z ) = r 2 e i2(? ， 因此 
/ U ) 的反函数^可表为 

它是一多值函数. 

定义设 FU ) 是区域 D 上一多值函数.如果存在 fi 上一解析函 
数 / U )， 使得 V zGD ， 恒有 / U ) GFU )， 则称 / U ) 为多值函数 FU ) 

在上的一个单 值解析分支. 

例2设/ 1 0^)，/ 2 匕），"_，/„0^)都是区域《上解析函数.定义 D 
上多值函数 FU ) 为 

= {/,(之)},= 1，2，.、《， 

则对于 FU )， 函数力0^)，/ 2 (2)，…， /„ U ) 都是其单值解析分支. 

例3设 / U ) 是区域 D 上的解析函数，并且有连续导函数.如果 
^ eD ， 使 / a 。) 关0,则由反函数定理知存在/(^)的邻域 o 和 o 上的 
函数，使其为 f 一 \ z ) 在 o 上的一个单值解析分支. 

由于区域 d 上一个解析函数 / u ) 的反函数一般是多值函数，我们 
有时需要知道对于反函数 /^ o ^)， 其在什么条件下，在多大区域上有 
单值解析分支 •另外 我们还要知道不同的单值解析分支之间有什么关 
系. 

我们首先讨论指数函數的反 函数. 它的定义如 下：当 2关0时， 
方程 e w = ^ 的解称为 2 的对数，记为 Lnz . 由指数函数的周期性知 Lm 
是多值 函数. 事实上它是无穷值的函数•设 z = = 由 
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得 w = lnr 和 v = d -\- 2 k %^ k ^ z %. 由此我们得到 

xv = Lns ： = lnr + i (6 + 2 kn ) = In | z | + i ( args ： + 2 kn ), 々 € Z . 
上式表明对数函数的实部是单值函数，而其多值性是由其虚部造 成的. 
现在来讨论 Lm 在什么样的区域内存在单值解析分支.我们知道平面 
上一个动点沿任一简单闭曲线 r 运动一周回到原来位置后，它的模是 
不改变的.原点不在 r 内时，它的辐角也不改变.而当原点在 r 内部 
时，则辖角必须改变土 2x. 因此在一个区域 D 内要使 Lm 能分出单值 
分支， d 内不能含有绕原点的闭曲线.所以从复平面 c 内挖去任何一 
条从原点出发并趋于无穷的曲线后所剩下的区域都可以分出 Lnz 的 
单值解析分支. 

现在来讨论各个单值分支之间的关系.设 & U ) 是 Lri 2 在区域 D 
内的一个单值解析分支.利用反函数的求导关系得 

这说明的任何单值分支在 zeD 的导函数相同.因此任何两个单 
值分支的差应是一个常数 .令 5T = {U，w k>0，>^0} 为正实轴.现 
取 £)= C—{ K+LHO}}. 若限定 0<Im w <27T， 则加 =Ln 之在 D 内有唯 
一的单值分支 

Ins: = In 1 2 | + iargz ： ==== 

有时我们称 lnz 为 Lm 的主值(支） • Lnz 的其他分支可表示为 
\xikZ — Inz + \ 2 kK = In 1 2 ： I +i(arg 2 ： + 2 々 7c) ， 々 = 0, 士 1 ， 土 2,…. 

能否找一个特殊定义的曲面使得在其上成为一个单值函数 
呢？ Riemann 考虑了这个问题，并引进了 Riemann 曲面这一重要工具. 
对 Lm 的 Riemann 曲面我们可以形象地从的映射性质得到.设想 
用一根平行于 y 轴的直线“，特别地就将 A > 取为^ = 0.将 Z。 上下连续 
平行移动为 lmz = y~do 时 ，则 zv = e x 将映为 C — {0} 中的射线 argzv 
.当 A ) 由直线1 = 0往上移动到 y=2;r 的位置时， e * 将汲 + 逆时针 
地绕原点一周（扫遍了整个复平面）又回到了 K+. 试想当我们扫描重 
回到 K + 时， 我们将扫描到 R + 的直线往上稍稍一提，这 样当& 继续向 
上连续移动时 = 将 27r<Imz<47t 又一次映满复平面.我们得到了 
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两层的曲面.当继续向上，以后每到 R+ 的位置我们都向上一提.而 
当4向下移动至 y =~ 2 kn 时，将扫描的曲线向下压.这样我们就可以 
得到一连续曲面 A 它形如一个上下都没有头的旋转楼梯.在这个曲面 
S 上〆将 C 一一的映为从而 Lnz 在 *5 上是单值函数. 

Lnz 的 Riemann 曲面也可按如下方法 定义： 对每一个取一 
块沿正实轴 R + 剪开并去掉原点的复平面 C*— {0}，剪开的上边缘记 
为狀广，下边缘记为股7•将 C* 一 {0} 的 IfC 与 Q -厂 {0} 的肷乙粘接， 
将 C* 的 IK; 与 IC +1 粘接，则得一曲面在 S 上定义函数 

Lnz = ln*2： = In I之 I + i(argz + 2 nk ), 2： 6 Z. 

■5 称为 Lnz 的 Riemann 曲面（见图 2. 2). Lnz 可看做定义在 S 上的单 
值解析函数. 

下面我们讨论 /0)=2：”(W>1 为自然数） 

的反函数•为了简便起见，我们只讨论 n = 2 的 
情况. 

对功=^，它的反函数可记为 

= 0 i Ln * = e ^ln|*|+^Car gS r+2^) 

由于 f 是单值函数，因此在 Lnz 可以分出单 ^ 

图 2 2 

值分支的区域上， W = j 均可分出单值分支. ' 

再由 P 的周期性，加=2^只有两个单值分支. 

设= 如果我们令 

fi(z) = r 2 e'^ , / 2 0) = r 女 e“ j +Ir ) ， 

则都是在 c 一 M+u {0} 上的单值解析分支.如果在 
上任取 r=r。 关0,则 ， 



lim f x (z)= r 0 2 , 


而 


lim_ /〆£：) = — 彳， 


因此 /iO) 在 K+ 两侧的单侧极限不等 ./ l( >) 在 R + 上无意义.同样的 


我们有 




60 第二幸解析*數 


lim f 2 (z) = — r。 2 ， lim f 2 (z) = r 0 z , 

/ 2 ( z ) 在欣+上无意义.因此我们得不到在 c —{0} 上的单值解析 
分支.但注意到 

lim fiCz) = lim / 2 ( 之）， lim fi(z) = lim / 2 ( 之）， 

hO" 1 " 6-^2ic~ 0-*2n~ 

fiz )^ z z 的反函数 A 的 Riemann 曲面可按下面方法 得到： 取两块 
去除原点的复平面（^—{0}， C 2 —{0}, 并分别沿 K + 剪开，如图 2.3; 
将 {0} 的 < 与0 2 —{0}的 R 2 —沿 R + 粘接，将 {0} 的 Mr 与 
c 2 — { 0 } 的 IEC 沿 R + 粘接，则得一曲面5.在 S 上定义函数 为 

|/iO) ， 之 6 Ci —{0 }， 

广 ⑷ = L 

1 / 2 (^)* ^ € C 2 — {0} , 

则我们得到 5 到 C 的一个单值映射称为 W 的 Reimann 曲面， 
5- C 称为 f(z)=z z 的单值反函数.这样，对多值函数 

我们利用其单值解析分支之间的关系构造了曲面 S , 将多值函数 
变为 S 上的单值 函数. 这是表示解析函数的反函数的一个基本方法. 

利用同样的方法，我们可以构造函数 /(=)=/ 的反函数的 
Riemann 曲面 S„ 和单值映射又― C. 


i 

1 





•_ 



R; __ 




0 


R] 7 

6 


R2 工 



C, 



c 2 


图 2. 3 

对于 Lriz 和 W ，我们发现当 t 沿任何绕原点的小圆周运动一周 
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时， Lnz 和 W 的一个解析分支都必须变成另一个解析分支，因此称 a 
= 0为这些多值函数的一个支点.由于任何绕原点的圆周从 Riemann 
球面上来看也是绕 oo 的圆周，因而我们将 oo 也称为它们的解析支点. 

对 Lnz 的支点2 = 0来说，当动点沿着绕原点的圆周朝一方向运 
动时， Lriz 从一个解析分支变成另一个解析分支，而且不管运动多久， 
动点永远回不到原来的分支，因此我们称2=0以及 oo 为 Lnz 的对数 
支点，而对^来说，当动点沿圆周运动两周后函数的解析分支就回 
到原来的分支，这种支点我们称为代数支点. 

有了 ^和 Lnz 这两个基本初等函数，其他初等解析函数都可由其 
经加、减、乘、除和复合等运算得到.例如对于任意 a 6 C ， 幂函数 w = / 
现在可定义为 

仅；== e aLnz . 

例 4将2 ; 和^表示为 a + M 的形式. 

解 （1) 由定义得 2 1= = e llll2 = cosln 2+ isinln 2. 

(2) 同理 i i = e iLni = e icIn | iKiArgI ) -= e '2 +2A \ 

下面我们定义反三角函数：由 

e iz + e _iz 

IV = COS2： =--- ， 

得 （ e ia ) 2 —2 we is + l =0. 因此 

e lz == xv zt V(w 2 — 1). 


于是得 z = ^ r-bnizv 4： s / vu 2 — 1). 

由于根号前的正负号是由取函数 vr 的不同解析分支时产生的，而如 
果我们将其看做^的 Riemann 曲面上的函数，则正负号可以不加区 
别，因此我们定义 w = CO & 的反函数为 

zv — Arccost = - y - Ln ( j2 ： + -J z 1 —— 1 ). 

同理我们定义的 «；= sin ^ 反函数为 


Arcsine 


~Ln(z + Vs： 2 — 1). 


这样我们就将所有实变量的基本初等函数推广为复变量的函数. 




二章解析兩数 


对于单连通的区域，多值函数的单值解析分支存在问题有时比较 
简单.例如本章§ 2. 2中的定理6和定理7利用单值解析分支可分别 
表示为下面的定理1和定理 2. 

定理1设 D 是单连通区域, / U ) 是上处处不为零的解析函数， 
则 Ln / Or ) 在 fi 上有单值解析分支.即存在上解析函数 gU )， 使得 
e 0>=/ U ) •而 gM + i 2 k n 就是 Ln / U ) 在上的所有单值解析分支， 
其中 Aez . 

定理2设 D 是单连通区域, / U ) 是上处处不为零的解析函 
数，则对任意自然数 在 D 上有《个单值解析分支. 

在本书的第七章解析开拓中我们还将对单连通区域上单值解析分 
支的存在问题作较详细的讨论. 

例5函数 

VU = fiz ) =含卜 + 士 j 

称为懦可夫斯基函数.从定义看出，当或 z — oo 时，都有 tti - voo , 
对取定的 w # ⑺，方程 

”外 + 士） 

有两个解，因此加=/(幻可看做扩充复平面"^到 C 的2对1映射. 

显然当且时 ，/ U ) 是可 导的. 要考察 / U ) 在 z = 0 的可 
导性，需要作坐标变换 

沒=丄=——— 

zv Z 2 + 1 * 

显然其在 ^-0 时是可 导的. 要考察 w =/ U ) 在;^ =〜的可导性，我们 
注意到此时有 oo = /( oo ), 因此我们需同时作坐标变换 


这样一来， / U ) 变为 


2z 

: + r 


它在 s = o 时也是可导的 • 因此 w = / b ) 可以看成是 c 到 c 的解析 
映射. 
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为了求得使 w = 为单叶函数的区域(简称单叶区域），设 A 关 

A ，并考察方程 


容易看出该方程等价于 z 1 z z = l . 

利用以上的方程，我们 知道： 当一个区域 Z ) 中不含有满足 = 1 
的点时，即为 懦可夫斯基函数的一个单叶区域.特别地，我们可以分 
别将乃 取为单位圆盘 D (0，1)，$— Z )(0，1)， 上半平面//和下半平面 
L. 


下面以上半平面为例讨论儒可夫斯基函数的映射性质，对于其他 
的三个单叶域，请读者自己加以讨论. 

取定^使得则2=/，为上半平面中的射线.设 

w = u + iv = fdz ) , 

则由 


^ 00 5 0 + 181 ^) + 7 ( 00 8 ^- 13 ^) 


得 


U 


r + —— cosP , v 


sin 没. 


这时 U ，〃) 满足 


U ‘ 


V A 


cos 2 汐 sin 2 汐 


它是 w = a + b 平面中双曲线的一支 • 我们可以将映射的几何过程表 
示为图 2. 4 ,如其中的上面两图 表示： 当0在 (0,7 C ) 中连续变化时， / U ) 
将 arg ^ = 6 映成的双曲线将从右到左扫遍 C — {(— oo ，一 i]U 
[ l ，+ oo )}. 当0+时，它对应的双曲线将压成 [ l ，+ oo )， 而当 e 〜_ 
时，它对应的双曲线将压成 （一 oo ，— i ]. 

为得到广 Usr ) 的 Riemann 曲面，取两块复平面 C ” C 2 , 分别沿 
( — oo , —1] 和 [ l ，+ oo ) 剪开，则在剪开后的曲面上， /- i (5r) 有两个单值 
解析分支，一个将曲面映到上半平面 ，一 个将曲面映到下半平面.将这 
两函数分别看做 q 和 C 2 上的函数，并将 Ci 剪开后上半平面的边与 
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c 2 剪开后下半平面的对应边粘接； Q 剪开后下半平面的边与 c 2 剪 
开后上半平面的对应边粘接.将所得的曲面记为及，则 f ~ l : R- C 就 
是 / U ) 的逆. 



例 6求函数 —1) 单值解析分支的存在区域. 

解首先 | w | = kl 2 U — 1| 2 ,而 

Argw —音 [Arga ： + ArgO — 1)]. 

对任意 ^)6 C — {0，1}，取❿在 C — {0，1}中的一个单连通邻域，则由 
上面定理2, — 1) 在此邻域上有单值解析分支.设 /( Z ) 是 

~4了之二0在之 0 邻域上一解析分支，对任意 Zl e c — { o ， i }, 在 c — 
{0，1}中作一连结^0,^1的连续曲线 r ( f )， 将 / Or ) 沿 r (〖） 延拓到如 
果这一延拓与的选取无关，仅与 A 有关,则可将 /Or) 延拓到为 
此我们需要讨论 / U ) 沿 C 一 {0，1}中任 意由％ 出发的闭曲线延拓回 
^0后是否仍与 / O ) 自身相同.由 

I / O ) | = |之1 2 1之 — 1 1 皆， 

显然 1/(2) I 沿任意闭曲线延拓回 A 后不变.但 

Argf(z) = y[Arg(«) + Arg(z — 1)] 






是多值的.如果是一简单闭曲线，其所围区域内不含2 = 0和2 = 
1，如图2.5，这时八1^和八1^(2-1)沿以0连续变化回到^后不变. 
如果 r (0 是包含 z = 0 而不含 z = l 的简单闭曲线，则 Argz 沿 rU ) 连续 
变化回到 A 后增加 2 tt ， 而 Arg ( z —1) 不变.因此 Arg / a ) 增加 tt . 这说 
明2 = 0是 / O ) 的支点.同样如果 r ⑴是 
包含 z ~ l 而不包含 Z = 0的简单闭曲 
线，则沿 Kf ) 转一圈后 Arg /( 2 ) 增加 7 t . 

这说明^=1也是 / U ) 的支点.但如 
果 r (?) 是同时包含2 = 1，2： = 0的简单 
闭曲线，则沿 rG ) 转一圈后 Argz 和 
ArgG —1) 都改变 2 tt . 因此 Arg /( z ) 改 
变 2 tt ，/ U ) 不变 • 这说明 z = 不是 
/( 幻的支点.所以要得到 v ^= l ) 的单 
值解析分支，只需区域 D 内不存在仅绕 图 2 . 5 

2 = 0或者2 = 1的闭曲线即可•例如我们在 C 平面中将2 = 0和 ==1 

的连线剪开，即令 C _ [0，1]，则 Viz — 1) 在&邻域确定的单值 
解析分支到 fi 中任意点的延拓与路径无关，这样我们就能得到 
Vz ( z - l )^ n 上的单值解析 分支. 当然我们也可以在平面上将两条 
分别以0和1为起点趋于无穷且互不相交的曲线剪开,这样得到的区 
域上— 1 ) 也有单值 分支. 

§2.6 分式线性变换 

作为解析函数的一类重要例子，本节我们将介绍分式线性变换.这 
类变换不仅具有很好的几何性质,而且它们在数学的其他领域中也有 
着广泛的应用.我们在以后的各章中会经常用到此类变换. 

有理函数 

IV = f(z) = 

cz d 

称为 分式线性变换 ，也称 Mobius 变换 ，其中是复数，且满足 
ad—be 辛 Q ‘ 
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当 C = Q 时，分式线性变换就是线性函数.它在复平面上解析，并且 
z —OO 时， UJ = /0£)4OO. 因此我们自然地定义 /(oo)=00. 

如果 ( :关0,则当2关一 f 时，分式线性变换显然是解析的.当 
— 义时， W = —CO. 而当 z —oo 时因此定义 

/( - = oo, /(oo) = f . 

由此我们将分式线性变换定义在扩充复平面€= CU{〜} 上.在这种 
意义下我们可以将分式线性变换看做是扩充复平面到扩充复平面的映 
射(变换). 

当我们考查函数 


/( 之） 


az b 
cz + d 


在 2 处的解析性时，如我们在扩充复平面 c 的定义中所提到的，这 

时我们需要利用坐标变换/ ■，将 ⑺变为 〆=()而考虑函数 

A X ) _ ^ + bz， 

J \z , 1^ c + dz f . 


显然其在/ =0 处是解析的.同理，当 I 


， W = oo 时，要考虑函数 


的解析性，需用变量代替 W， 函数变为 

, cz d 

W = - —~r ， 

az + d 


显然其在: 
解析映射. 


-是解析的.因此分式线性变换可以看做是$到5的 


“ = 藤 


— dxv + b 


因此分式线性变换是 C 到I的一一映射，而且其逆映射也是分式线性 
变换. 

另一方面， 如果厶 (2)和心0^)都是分式线性变换，则其复合 

Li ° L 2 {z) = LiCLgCs：)] 





也是分式线性变换.因此所有分式线性变换在复合运算下构成一个群， 
称为分 式线性变换群 (也称 Mobius 变换群). 在第四章中我们将证明 
如果/: 石 - l 是一一的解析映射，则 /(=) 必是分式线性 变换. 即分式 

线性变换群就是$的解析自同胚群. ' 

由于分式线性变换在其分子和分母同乘一不为零的复数时 
不变.因此对一给定的分式线性变换 

tv = L { z ) = az 

cz a 

总可假定 ad~bc = \. 这样做的好处是如果以矩阵 

a 记为。 


对应于分式线性变换 


E — Liz ) 


az-\-b 

cz -\- d ^ 


则容易看出这一映射满足 E -^ L - 1 ，]^ Et • E 2 卜 A 。 L 2 •令 


PSL (2, C ) 


•c d . 


a ， b ， c，d 为复数 ， ad ~ be = \ \. 


PSL (2, C ) 称为二阶 特殊复矩阵群 .上面定义的映射 


.c d . 


L ( z ) = 


az-\-b 

cz-\-d 


给出了 PSL (2, C ) 到分式线性变换群的一个 2 对 1 的群同态.因此分 
式线性变换群也可看做 PSL (2, C ) 的几何实现. 

定理 1对于 C 中任意的三个两两不同的点,22,^3和三个两两 
不同的点存在唯一的分式线性变换 W = 使得 


L(Zi) , 


1,2,3. 


证明 不失一般性，不妨设 Zt；i = 0， t £；2 = l , W 3 : 


L ( z ) 


z — Zi Z 2 — z 3 
z — Z 3 Z 2 — Zi 


则 xvi—L{zi) ,z = l,2,3. 得存 在性 . 

如果 1^(2 ) 也满足 Liizi)=xv i9 i — 1 ， 2,3 ,则 Z^ _1 。 LO ) 满足 

A _1 。 Lizd = Zi. 
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平移、旋转和伸缩变换下不变，即圆和直线的像仍是圆和直线.对于变 
换，上面方程变为 

Z 

A + BW + Bw + Cxmv = 0. 

仍然是圆或直线.而由于任意分式线性变换可分解为有限个基本分式 
线性变换的复合，因而定理对一般分式线性变换也成立.证毕. 

为了进一步讨论分式线性变换的几何性质，我们需要先引入并讨 
论平面上关于直线和圆的对称点和对称映射. 

定义1设 Azz + Bz + Bz+C = 0 是一给定的圆或直线尺的方 
程.称 C 中的点关于 K 对称，如果 

AziZ 2 + Bz \ + Bz 2 + C = 0. 

如果 A = 0, 即尺为直线时，对于任意给定的 zG C ， 存在唯一的点 

—一 r 记为 

g ~与 r 对称，并且⑴时， & U ) — 因此定义 

^^^:^二^”/幻是忑到忑的反解析的映射“卩^^解析八称为忑 
关于 直线尺 的对称映射.例如 A ：: ^-^ = 0 为实轴时， *^(7) =5,对称 
映射就是共轭运算. 

如果 A 參0,即 2 C 为圆时，则当 Az + B ^0 时，2在 C 中有唯一的对 

__ C R 

称点 Sk(z) = 浪 + 及 ，并且时，00,而2 4 00时， 

& O ) —一受_ 因此定义 & (—受)^ 00 »^(°°) = — *5 x 0) 称为 C 

关于圆 K 的对称映射. 

由定义不难看出不论 K 是直线或圆，都有。这是 
5 x (2) 被称为对称映射(或对称变换)的原因. 

分式线性变换将圆和直线变为圆或直线，其同时将关于圆和直线 
的对称点变为其像的圆或直线的对称点，即有如下的 定理： 

定理4 如果分式线性变换 = 将直线(或圆变为直线 
(或圆)尺 2 ，则其将关于尺：的对称点变为关于的对称点，即分式线 
性变换保持对称性不变. 

证明仅需考虑基本分式线性变换.下面以变换 te ; = i 为例. 

设尺 i 由方程 A ^+ Sz +55+ C =0 给出，则尺 2 由方程 
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A + Bxv + Biv -|- Cztrw = 0 

给出.如果是关于 M 的对称点，则 + + .这 

时 Zx ^ z 2 的像点为 

1 1 

显然满足 A + Bzv 2 + BzVi + CxViZUz = 0，因此斯， UJ 2 关于尺2对称. 
证毕. 

如果以 s ' k ) 和 & 2 ( Z ) 分别表示 C 关于&和尺 2 的对称映射，则 
定理4可表 示为： 如果分式线性变换 L 将圆或直线变为尺 2 ，则 

L 。 S Ki = S Kz 。 L ， 

即对称映射与分式线性变换可交换. 

利用定理4容易给出关于圆和直线的对称映射的几何说明. 

首先设尺为实轴 K ， 则其可由方程 

z —— 乏 = 0 

给出 • 关于 R 对称等价于^ = ☆，对称映射 * S R ( z ) 可表为 

S R (z) = i, 

即共辄变换 • 这时1»是 z 和 * S R (幻的连结直线段的垂直平分线. 

现设 K 是 C 中任意给定的直线，则总可以将实轴 R 经旋转和平移 
后变为 K . 而旋转和平移都是分式线性变换，并且其将直线段变为直 
线段，不改变直线段的长度和直线段之间的夹角，而其又将对称点变为 
对称点，由此得： 

引理 1平面内两点关于直线 K 对称的充分必要条件是 K 
是心和 A 连结直线段的垂直平分线. 

现设圆尺由斤=/? 2 给出，则 々关于 K 对称的充分必要条件 
是9^=及 2 ,其等价于 

Argzj = Argz 2T \ Zl ] • |^ 2 | = R 2 y 

即 A 和 A 位于由圆心出发的同一射线上，并且其到圆心的距离的乘 
积为圆半径的 平方. 由于上面这些几何关系在平移和旋转变换下不变， 
因此与上面关于直线的讨论相同，我 们有： 

引理 2 点^和 々关 于圆尺对称的充分必要条件是^和^位于 






由圆心出发的同一射线上，并且其到圆心的距离的乘积为圆半径的平 

方. 

这些关于对称映射的几何解释与我们平常对于平面的点关于圆和 
直线对称的几何 M 像是一致的. 

扩充复平面 t 上任意给定的三个互不相等且有序的点决 
定了 一个圆，并决定这一圆的圆周上一个定向这里直 
线看做半径为〜，且过〜的 圆）. 这时称此圆是由确定了定向 
的圆. 由定理1知对任意的两个分别由有序点和 
确定定向的圆尺 1 ，尺 2, 存在唯一的分式线性变换 L(J2 ：) ， 使 VU t =^L{Zi'). 
因而 L 将变为尺 2 ,并将由确定的&的定向变为由％， 
^2,^3确定的 A 的定向.我们希望证明这时 L 同时将&左边的区域 
(站在球上沿定向走时左手边的区域)映为尺 2 左边的区域，将尺！右边 
的区域映为尺 2 右边的 区域. 为此我们引进交比的概念， 

定义2 2*1 »之2,之3,之4 是5中任意给定的四个互不相等的有序 

点.如果其都不为〜，则定义此四点的交比 0^ ， 2 2 4 3 , 24) 为 

(Zi f Z 2 ,Z 39 Z 4 ) = - -- s -- —. 

之 1 —之 4 Z 2 — Z 4 

如果其中有一个，例如^为…，则定义 

(oo 9 z 29 z 39 z 4 ) = lim -- — : ~ = Zz — 之 4 . 

—之4 之2 — 之4 之2 —之3 

引理3分式线性变换保持交比不变. 

证明仅需验证引理对基本分式线性变换成立，而这点显然. 

利用引理 3, 对给定的点作分式线性变换 Z ， 使得 
L{z z ) = 1, L(z 3 ) = 0, L(z a ) = oo t 

则由交比在分式线性变换下不变，因而 V C ， 有 

(z,Z 2 ,Z 3J Z 4 )= (L(z) ,L(z 2 ) fL(z z ) ,/,(^ 4 )) 

=(LO) ， l ， 0,oo) = Liz ), 

即交比可表示为分式线性变换 L 下 z 的像.由定义不难得到 

L{z) = 

之 —z 4 z z — z 3 

同样，对于4，^，2： 3 ，^，如果用一分式线性变换将 变到实轴 

上，则对^有下面的引理. 
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引理 4 C 中的四个点^ , z 2 ,^^ 4 共圆的充分必要条件是其交比 
iZi ， t 2， S ；3,2：4) 为实数. 

证明设 K 是由确定的圆， L ( z ) 是将 K 变为实轴的一 
个分式线性变换，则々在尺上等价于1(^)在实轴上，而这等价于 
a ( n ), i ^ 2 ), z ( Q )， L ( r 4 )) 为实数，但交比在分式线性变换下不变， 
引理得证. 

设 A ， JST 2 ,2 T 3 和 ZVi 9 ZV 29 ZC / 3 分别是给定的两组点，尺1和尺2是由这 
两组点确定了定向的圆.利用交比，将 A 变为 W 的分式线性变换可表 
为 

( tV . ZVuXVzjUJ ^) = ( z 9 z l , z 29 z 3 ). 

比较等式两边的虚部，由引理4得 L ( z ) 将尺 i 变为尺 2 ,并且其将 
lmCz , z 19 z z , z z )<0 的部分（即由点 z l 9 z 2 J z 3 确定的圆&的左边)变为 
Im ( t £；, Wi ， W 2 tW 3)<0 的部分（即 Wi ， W 2 , W 3 确定的圆尺2的左边）•同 
理其将的右边变为尺 2 的右边. 

下面我们给出一些经常要用到的分式线性变换. 

例 1求将单位圆盘 D (0，1) 变为自身的所有分式线性变换. 

解 设加=乙(2)将单位圆盘变为自身，将点 a ( k |< l ) 变为0,则 

其将 a 关于单位圆周的对称点■^变为原点0关于单位圆周的对称点 
CO . 因此变换为 



其中 C ， q 为常数 • 但当 2 =^〃时,必须 \ L ( z ) | =1，所以 0 =，.单位圆 
盘变为自身的分式线性变换可表示为 

Liz ) = e e ^ 3 - ， 

1 ~ az 

其中(?€[0, 2 70^€1)(0，1).在第四章中我们将证明单位圆盘到自身 
的解析自同胚一定是上面给出的分式线性变换. 

例 2求将上半平面 lm ^>0 变为单位圆盘的所有分式线性变换. 
解 设 w = L ( z ) 将上半平面变为单位圆盘，将上半平面的点 a 变 
为0,则将 a 关于实轴的对称点 S 变为0关于单位圆周的对称点 






. 因此 


L(z) ― c 


z —— a 
z 一 a ^ 


其中 e 为常数.而当 z 为实数时，必须 ILG ) |=1，但; 2 为实数时，由 

\z — a | = | z — a | — \z — a \ 


z — a 
z — a 


因此 


c = e ,(? , Liz) — e ie - - - , 6 G [0,2?r) , Ima > 0. 

z — a 

例 3 求上半平面到上半平面的所有分式线性变换. 

解设变换为 

az b 

加 = cz + d y 

由于其将实轴变为实轴，容易看出都为实数•又由于其将上半 
平面变为上半平面，因此当2：为实数且由一 OO 变到 + QO 时，加亦由 — CX 3 
变到 + oo . 所以当2为实变量时，函数 


az b 
cz d 


是 z 的单调上升的函数.于是得 


ad — be 


> 0 , 


(cz + d ) 2 ^ yJ， 

即 ad — bcX ). 

反之任给实数使 ad >0,则分式线性变换 

az + b 
w = — j—z 
cz + a 

将实轴变为实轴，将上半平面变为上半平面.所以上半平面变为上半平 
面的所有分式线性变换为 

* 

卜==二】 a ，办，6 ® ，且 J > 0). 

如果在上面的变换中分子、分母同乘 

1 

ad — be 





74 第二幸解析*數 


则该分式线性变换不变.因此不失一般性，可假设.令 


SL (2, K ) 


a,b^c,d G R» 


a b' 

Lc dl 

SL (2, R ) 称为实的二阶特殊线性群.映射 


a b 
c d 


a b~ 
ic d- 


XV 


az-\-b 

cz^rd. 


将 SL (2, K ) 中的元素表示为上半平面到自身的分式线性变换，这可看 
做 SL (2, ®) 的一个几何实现. 

例 4 幻为一垂直带状区域，求一解析映射将 

n 解析同胚地映为单位圆盘. 

解先作变换 


U = b~=~a iz ~ a ^ 

其将垂直带状区域变为垂直带状区域 fl 1 -{ W iO < Re «<7 c }. 按逆时 

针方向将 A 旋转 f ，即令映为 0 2 ={ v \0< lmv < n } 

作指数变换 Z = e v ，则由指数变换将水平直线 = 0 变为射线 
Argl =^0. 因此将 A 变为上半 平面. 

令 


则其将上半平面变为单位圆盘.因此 

為"） — i 

w = ~^ T ；— ^:- 

e G ("> + i 

是所求的一个变换. 


习题二 

1. 如果 /( 幻是复平面 c 上的解析函数，证明 M 也在 C 上解析. 

2. 如果 /( z ) 和 〆 幻都是 I 上的解析函数，证明 / OG )] 解析. 

3. 证明： （1) 如果 / g )，7^ i 都解析，则/⑴为 常数； 
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(2) 如果 /G) 解析，且 I/G) I为常数，则 /G) 为常数. 

4. 设 f { z )= u+iv 解析，且 《=sint;， 证明 /OzO 为常数. 

5. 设 /(js) =wO，j)+itK:r，30 解析，且尸（2：)#0, 证明： 曲线 
«Cr,30=ri 与 v ( scjy )= c 2 正交，其中 c x , c z 为常数. 

6. (1) 设 m (: r，：y)=ax 2 + 狀: cjy+o/ 2 ，问： M(x，：y) 在什么条件下是 
—解析函数的实部？如果是，求使/(幻=以^，^)+^;(:^30解 
析- 

(2) 问： 向量函数 Or，：vOX：r 2 +y，：o；) 是不是解析映射？如果 
不是，找一个映射 G; ( x 9 y )\~^( u ( x , y ) ，tKx，：y)) ，使得 F + G 是解析 
映射. 

7. 设 /( 幻是 C 00 的函数，证 明： 如果 /(d 解析，则对于任意 
N，/ w (幻也解析. 

8. 设/(幻解析并有连续导函数，且 /'U)#0, 证明： 存 在&的 
邻域 U 和 /U) 的邻域V，使得/: U — V 是到上的一一映射.用 C-R 
方程证明 f - 1 ： V ^ U 也解析. 

9. 设/: (^，…—(^(•^…，”(^，义:^是区域/^到“的^^同胚. 
称 /是保面 积的，如果对 A 内的任意以光滑曲线为边界的有界开集 
0,0的面积与 /(O) 的面积都 相等.证明： 如果/是保面积的，且函数 
/(之）=“(:*:，30+^(:*:，3；)解析，则 f ( z )= e i 6 z + c . 

10•设 z = 直接定义 e s = (cos^y + isiny ) ，证 明： 

(1) e: 在 C 上解析，且 ( e 7=e' 

(2) e Zl "^ 2 = e' • e' 

11. 定义 



证明： sins 和 cosz 的和角公式. 

*12 •设 fCz)= ^aAz-ZoYMzo 的邻域上的幂级数， /U) 不为常 
«— 0 

数. 

(1) 证明：存在正整数使得在 A 的一个邻域上 / O ) 可表示为 
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f ( z ) = f { z 0 ) + (z — z 0 ) m g ( z ), 

其中 〆 d 解析，且处处不为零； 

(2) 证明： 存在 a 的邻域，使得 / CO 在此邻域上可表示为 


= / O 。） + [(之 一 2： o ) AO )] W ， 

其中 ZiU ) 解析且处处不 为零； 

(3> 设 d 为区域， / q ) 在 d 上解析，并且 v 存在％的邻 

域，使得 / a ) 可展开为 G —〜）的幂级数, 证明： 如果 /( z ) 不是常数， 
则 / U ) 将 X 3 中开集映为开集. 

# 13.设是收敛半径为 i ? 的幂级数.设 

n=0 

igmiz ) = 

' n^Q * 

是一列幂级数，满足 V m ， I ^ I ^ I a „ I ，并且对于任意 《， lim bmn^bn 

抑一 ►-f-oo 

存在 • 证明： 幂级数 gm ( z )= 和 g ( z )= 的收敛半径都 

n — 0 n^O 

大于等于及，且对任意 00</?， aO ) 在 1 X 0， r ) 上一致收敛于 g ( z ). 


14. 设 /(- g )= y ] n 2 z n , g ( z )= y ^] ( n 2 + l ) z n . 


(1) 如果 


gM 


/( 之） 


二如+〜之+心之 2 + …，求 a 0 ， di ， a 2 ; 


(2) 如果 / [发 O )] = ao + aiz + a 2 2： 2 十…，求 a 09 ai , a 2 . 


十 CO +00 

15. 如果级数 D | a „| 收敛， 证明： ；2〜收敛，且其和与求和顺序 

n = 0 « = 0 

无关. 

+ CO -(-00 

16. 设级数 x > j 和 Sim 都收敛. 

n=0 n— 0 

(1) 证明： 级数2 f ^“ b k 收敛，且其和等于 (§ a n )( 2^) ; 

n=0 k^C 丨 n=0 ^ * n=0 / 

+ oo +oo 

(2) 利用 a ) 证明： 如果幂级数/和的收敛半径分别 

« = 0 

为 n ， r 2 , 贝 ! j 其乘积的收敛半径大于等于 min{n f r z } t 

17. 试构造的 Riemann 曲面. 
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18. 设 e*=l + # + |^ + … + f +…, D 是单位圆 ZX0，1) 在映射 

叫=¥下的像，证 明： D 的面积为 

+°° 1 
( w + 

19. 只考虑主辐角，试将 （ l + i ) 1+ i 表示为 a + ib 的形式. 

20. 设 / U ) 在 C 上解析，并将上半平面映到上半平面，将实轴映 
为实轴，证 明： 在实 轴上尸 &)>0. 

21•设 D 是单连通区域,^$1)，/ 〆 ；^) ，/ 2 U ) 是%在 D 上的 
两个不同的解析分支，证 明： / i ( Z )) n / 2 O ))-0. 

22. (1) 设々， 々是 单位圆中任意两个互不相等的点， 证明： 存在 
单位圆到自身的分式线性变换 LG ), 使得.问 ：这 
样分式线性变换是否唯一？ 

(2) 设 L ( z ) 为 (1) 中给定的分式线性变换， 证明： L - iU ) 将实轴变 
为过 z * 且与单位圆周垂直的圆. 

23. 证明： 将实轱变为实轴的分式线性变换可表示为 W = 

cz+a 

的形式，其中都是实数，且为 ad - bc >0 时，其将上半平面变 
为上半平面 ; 为 a d — bc < Q 时，其将下半平面变为下半平面. 

24. 设访 = f ^( k |< l )， 证明： 

' 1 dry 1_ \dz I 

1 — | w | 2 1 — \ z \ 2 * 

25. 我们知道交比 


一 « - 

^ — ^4 ^2 — Z 4 

是将 A 变为 0， z 2 变为 1 ， a 变为…的分式线性变换. 证明： 其将由 & ， 
^3^4决定的圆变为实轴 •问： 在什么条件下其将圆内部变为上半平 
面，圆外部变为下半平面？ 

26. 证明： （您，如1，加2，仿 3 )=0,2： 1 ，2：2,2：3)是将&变为取，2.= 1，2, 

3的分式线性变换. 

27. 设给定的四个点按顺序位于圆周尺上，证明其交 

比（之1，之2,之3,之4)>0, 










第三章 Cauchy 定理和 Cauchy 公式 


这章我们将定义复函数的曲线积分，并介绍重要的 Cauchy 公式. 
Cauchy 公式是1825年左右 Cauchy 在研究流体力学时发现的 * 他将解 
析函数表示为沿边界的含参变量积分，为解析函数的研究提供了一个 
非常有用的工具.解析函数的许多最基本的性质可以通过 Cauchy 公 
式得到.本章中我们将介绍这方面的内容. 


§3.1 路径积分 

设7是 C 中一给定定向的连续曲线，/^，外分别是7的起点和终 
点•设 /( z ) 是/上一复值函数，我们希望定义 / U ) 在7上的路径积分. 
定义 1作/的分割^ = 2：。，：^，…，2：„ =知对= 1，2,…，”，在弧 
上任取点？,，作 Riemann 和 

n 

2,(乞)(之,一 之卜1), 

1=1 

如果当 A = max { diam ( z ^ Zi )} - ♦ 0 时，上面的 Riemann 和有极限 
C ， 并且极限与7的分割方法和己的选取都无关，则称 /( z ) 在7上可 
积 ，并称 S 为 / U ) 在7上的路 径积分 ，记为 


S == f(.z)dz. 

Jy 

设 z = x J r \ y 9 fiz ) = w ( o :，： y )+ it ^ Cr ， j ) •对7的分割 / > o =2 o ，之 i , …， 
之”=户1，设 ，”，则有 

n 

« = 1 

n 

= 2 • [Or, — + Kyi — ^-i)] 









J f(z)dz = J f(z)dz + f(z)dz. 

(4) 绝对值不 等式： 

f fiz)Az ^ f |/( 2 ：) I |djzr| = |/( 2 ：) \dsj 

Jy J r Jy 

其中 Ids I = Vdx 2 +dy = dj 表示平面的弧长微元. 

(1) ， （2) ， （3) 的证明可通过定义得到，也可直接引用微积分中关于 

第二型曲线积分的相应结论.对于（4)，如果以 ki-i | 表示曲线弧 

的弧长，利用不等式 

1^,- ― ^-1 I ^ I ZiZi-x I , 

则绝对值不等式可以从定义直接推出.证明留给读者.下面我们给出绝 
对值不等式的一个应用. 

定义2集合尺上的函数列 {/ n U )} 称为在尺上一致收敛于函数 
/ G ) ,如果对于任意 e >0, 存在 iV ， 使得对任意恒有 

|/„0) — / O ) I < £• 

利用一致收敛的定义和绝对值不等式，不难得到下面的定理. 

定理设 y 是 C 中分段光滑的有界曲线， {/„ u )} 是 y 上连续函数 
列，并且在 y 上一致收敛于 / U ) ，则 / U ) 在 y 上连续并且 

lim f n Cz)dz — lim f n (z)dz = /( js ) ds . 

+ 7 J T n-^ + 00 J y 

例 1 设 C 是 C 中任意光滑闭曲线 ， n = 0,1 ， 2 ，…为非 
负整数，则 

* 

z n dz = 0 . 

J y 

证明由 t=( n + l )/ 得 

r 1 /(*) 

z n dz = — r~^^ n+l =0. 

Jy w 十 1 y( a) 

例 2 设 / 是 C 中不过原点的闭曲线，为自然数，则 



证明同上. 











§ 3. 2 Cauchy 定理 


在 § 3. 1 例 1 中我们讨论了/的积分，显然如果将 〆 换为多项式 
尸 ( z )， 则其可表示为对于 C 中任意分段光滑的闭曲线恒有 

PCz)dz = 0. 
jy 

+ oo 

更进一步如果假定 f ( z )= YjaAz - z o r 是收敛半径为及的幂级 

#1^0 

数彳是 / U ) 的收敛圆内的闭曲线，则由 Z 。)” 在 y 上一致收 

n®»0 

敛，因而 

r +°° y. 

f ( z)dz = ^ a n (z — z 0 ) n dz = 0, 

n=0 

即 / G ) 在收敛圆内任意闭曲线上的积分也为零，或者说积分仅与路径 
的起点和终点有关，与路径本身无关. 

幂级数是解析函数，因此对于一般区域仏一个自然的问题是 
上的解析函数 / G ) 的路径积分是否仅与路径的起点和终点有关，而与 
路径本身无关 • § 3. 1中的例3则说明如果区域内有洞，则这一关系 
一般不成立 . Cauchy 首先注意到这一点，他将闭曲线改为区域边界，得 
到了下面在复变函数理论中十分重要的 Cauchy 定理， 

定理 (Cauchy 定理）设是 C 中以有限条逐段光滑曲线为边界 
的有界区域， / U ) 在 D 上连续，在内解析，则 

I f ( z)dz = 0. 

J 30 

这一定理当 /'( Z ) 在 Z 1 的邻域上连续时，其证明是简单的，它是 
Green 公式的 推论. 事实上，设 /( 2 ：)= M + ix ；， 由 

I / Cz)dz = ( mcLt — vdy ) + i (wdv + vdx ), 

Jao Jao Jaa 

利用 Green 公式 

\ j Ax +Qdy ^ + 


得 
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• J (z) dz = JJ ( — dxd^ + ij ( 毚 — 

q a 

但 / U ) 在 D 上解析，因而其实部和虚部满足 C - R 方程 


代入上式即得 


Bu 一 Sv du — 3v^ 
3x dy 9 By dx* 


fiz^dz = 0, 

J do 

由 Green 公式我们直接得到了 Cauchy 定理. 

然而在函数解析的定义中我们只假定了函数 / U ) 在 D 内每一点 
可导，并不知道导函数尸 （ W 在 X 3 上是否 连续. 因此我们需要利用别的 
方法.下面我们将 Cauchy 定理的证明分为几步，其中有的给出了严格 
证明，有的仅说明证明的基本思想. 

基本引理设乃是 C 中一三角形区域, / U ) 是在 S 邻域上解析 
的函数，则 


f f ( z)dz = 0. 
J dD 

证明用反证法，设 


fCz)dz = M # 0. 

JdD 

令 D = A . 连结初各边的中点将 D 分为四 
个三角形八 1 ，八 2 ，八 3 ，/^，如图3.1.由于新 
增的边同时是两个三角形的公共边界，且走 
向相反，因此 

[ f ( z)dz = V ) | /0) d 之， 

Jar> Jri JaA t 

且 



M\ — 


f { z)dz 

dD 




3A, 


f ( z)dz 


图 3.1 


由此必存在 △ ，，使得 


f aA , 


/0)山 




\M\ 






3. 2 Cauchy 定理 


令其为 Z ) 2 . 以此类推，则我们得一列闭三角形满足 D k c 


D k -\ jdiamZ)*^—diamZ)*-! » W 


J ao /(,) d,|^M 

利用第一章第二节中的区间套原理，我们知道，存在唯一的点 ☆， 使 

{U = p | A . 

*=i 

/U) 在2。可导，因此在的邻域上 

/( 之） = /( 之 0 ) + f (z 0 )(z — z 0 ) + p(z 9 z 0 )(z — Z 0 ) 9 

其中 lim^(2：,2；o) =0. 但对于 6 = 1，2 ，…，由 


f ( zo^dz — 0, {z — z^)dz = 0 

k J dD k 


A 

f{z)dz = p(zjz 0 )(z — z 0 )dz 

J ^ * 

< max |/>0 ，之 0 ) I _ dianxD* •/(!)▲) ， 

z ^ aD k 


/( A ) 
2 k ~ l _ 


其中 KA) 表示 A 的边长.由 A 的定义知 

t ^ diamA ， … 、 /(A) 
diamD* = — 广 ] ■■ ， l(D k ) = 

而由假设知 L/^) d ^ 所以 

J 3D k 4 1 

n ^ l^i ^ , , 、 , diamCA) /(A) 

m 試 I〆 ㈣ )卜 -2 — • 

由于 max \ p ( z , z 0 ) 1—0(々—+ oo)， 因此上式不能成立.此矛盾便证明 

z ^ dD k 

了 f /u)dz=o •引理 得证. 

J 9 D 

现设 D 是 C 中以有限条逐段光滑曲线为边界的有界区域.不失一 
般性，我们假定在 n 内添加有限条光滑曲线后可以将分割成有限个 
凸的单连通区域 A ，仏，…， a， 使得添加的曲线同时是两个区域的公 
共边界，但方向相反 .p 此 

\ f { z)dz = Y ] f f ( z ^) dz . 

Jao ^ Jan . 


fiz)dz 
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所以我们仅需对凸的单连通区域证明 Cauchy 定理即可. 

设是 C 中以光滑曲线为边界的凸的有界单连通区域， /( z > 在 D 
上连续，在内解析.由于 / O ) 在上一致连续，因此对于任意£>0, 
存在以有限条直线段为边界的多边形 D ， 使得并且 

fiz)dz — f f(z)dz 〈 e. 

Jaa jbd 

由于 D 是以有限条直线段为边界的多边形，因此在 D 中适当添加 
有限条直线段可将 D 分割成有限个三角形区域 AUA 2 ，…，△„，使得 
新增的边同时是两个三角形的公共边界，而方向相反.因此 

{ f(z)dz = Y) f fiz)dz. 

J 即 fcf J 9A,- 

但由基本引理我们知道 J ^/ U)ck = 0, 从而得 J ^/ ⑴心 = 0 .因而 

| jan /(z)dz | <£ - 

而£是任意的，所以必须]^/(幻如= 0.至此我们证明了 Cauchy 定理. 

§ 3. 3 Cauchy 公式 


有了 § 3. 2中的 Cauchy 定理，我们可以推出下面重要的 Cauchy 
公式. 

定理 KCanchy 公式）设是由有限条逐段光滑曲线为边界的 
有界区域， / G ) 在 D 上连续，在内解析，则 v 


/( 之） 


2 KiJ 


/( w ) 
act xv — z 


dxv . 


证明 V 取£>0充分小，使得 D (2 ， e ) <^ n . 令 

D = O — Z)(z ， e). 

z 固定，加 作为 D 的变量，对 D 利用 Cauchy 定理，得 

Zmj dD XV — Z 

但 ao u { — ap 心 ， £ )} ， 因此 


l r /( 加 ) 
2 ^iJ ao w 一 z 


dza 


if 

\u ； 一 z I —e TV Z 
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由于 /( w ) 在 z 点可导，我们有 

f{xv) = f(z) + f (z)(zv ~ z) + pixvjZ^ixv — z ) , 

其中函数 / 0(«^，；2)满足1〗111 / 0(1^，5：) = 0.上式两边同乘一后积分，得 


I 议 一 z \ —t XJU Z 


\w—z\ =t 


f ( z ) 
IV — z 


dzt > 十 


f (z)dzu 

\w 一 Z I = c 


注意到 



p(xv ,z)dzu, 

\w^Z I =€ 


八之〉 dvu = 2 丌 i/X 之)， 

\lV — Z I =C Z 


(3. 1) 


f (z)dxv = 0 , 

J | w _ z | =c 

而当 e —o 时， 


/o(t£ ； ,z)dw —► 0 ； 

J \ w ^ z \ =€ 

但另一方面，由 （3, 1) 式知积分 


p{w , z)dtu 

J \w — Z I =€ 

是不依赖 S 的常数，因此它必须等于零.由此我们得到 

dw = 2 丌 i/O). 

J \xv 一 Z I =C Z 

定理得证. 

在 Cauchy 公式中，函数 g ，=)称为 Cauchy 核函 

数，或称为 Cauchy 再 生核. Cauchy 公式表明解析函数由其在边界的函 
数值唯一确定，并可通过 Cauchy 核利用沿边界的积分得到.反过来， 
如果边界上给了一个可积函数，能否通过 Cauchy 积分得到区域内部 
的解析函数呢？对此我们有下面的引理. 

引理 KCauchy 型积分） 如果/是 C 中一有界的分段光滑曲线， 
l = l ，< pdz ) 是 I 上一可积函数.对于任意 ^ GC -</> ，定义 


/ O ) = 


jt (w — 


2 m 


之） 


dw . 


则 / U ) 是 C — ⑴上的解析函数. 









’ ㈤ 


XV ~ Z XV ~ z 0 — (z — z 0 ) w ~ z 0 


z — z 0 
w - Z Q 


XV — z 0 


z — z 0 

w — Zq, 


上式中由于 z 是固定的，因此 V 恒有 

之 — 2 T 0 I之 —Zo| 一 

= ― r — <a * 

利用控制收敛定理得，上面的级数对 weaD(^，r) 一致收敛，因而可 
逐项积分，得 


+°° -1 「 
fM = § il 


fQw) 

|w—z 0 I =r (,XV Zq ) 


~ 6 xv{z — z 0 ) n . 


即 /( 幻可在 a 的邻域 DU。,r) 上展开为幂级数.证毕. 

推论1如果 / G) 在区域上解析，则其实部和虚部在 D 中每一 
点的充分小邻域上都可展开为: r 和 y 的幂级数，因而都是 CT 的函数. 

Cauchy 公式最早是由路径积分的计算得到的，因而也常被用来计 
算积分.下面是这方面一个简单的例子，更深入的应用将在第五章中给 
出. 

例1计算积分 


Jm = 2 , 2 + 广 

解考虑区域 D = £ K0,2) —D«，l/2) — £K —i，l/2). 显然函数 
/( 之）在 D 上解析，乃上连续，由 Cauchy 定理得 

fiz^dz = 0. ' 

J 3D 

但 aD=az>(o,2)—azxi，i/2)—azx—i，i/2)， 因此 

fCz^dz = f(z}dz + fCz)dz. 

J 1*1=2 J k—i|=l/2 J j*+i|=l/2 


如果令 /\u) 


^+i 


^ 则 /!(=) 在圆 P(i，l/2) 的邻域上解析，因此由 
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Cauchy 公式得 


}z-i\=l/2 


/0 )ck 


f\{z) - ~ 

z ； — i|=l/2 2T —^ 1 


同理 


Jz + i|=l/2 —幺 1 


o . Sim 
2 兀 】 j 


7rsini, 


7 rsini . 


因此我们得到 


sinz 

kl=2 Z 2 + I 


dz = 27rsini. 


Cauchy 定理表示解析函数沿区域边界的积分 为零. 一个自然的问 
题是这一命题的逆是否成立？对此我们有下面的 Morera 定理 . 

定理 3 (Morera 定理）设 fi(ZC 为一个区域， /&) 在 D 内连续 . 
则 /G ) 在内解析的充分必要条件是对中任意由逐段光滑曲线为 
边界围成的有界区域 Z) ， 如果 DC 仏则 


f(za)dw = 0. 

J 3D 

证明条件的必要性是 Cauchy 定理的推论.下面我们来证明条 
件的充分性. 

对任意的以€/3,我们只要证明 /( r ) 在 a 邻域上解析即可.为此 
取 e >0, 使1)(%，£)<=/2.1)(^^)是单连通的，因而 D ( A ， e ) 中任意简 
单闭曲线都是中某一区域的 边界. 由条件得/卜)沿 DU 。，^) 
中任意简单闭曲线的积分为零，因而积分与路径无关 .V zeD 0^， e )， 
在 Z ) Oo ， e ) 中任取连结&和 t 的曲线，定义 


F(z) = f /(w)du/, 

Jz o 

则是 2Xzo ， e) 上的 函数 . 特别地 ， V 6 ZXz ： G ， e ) ，以表示连 
结〜 A 的直线段，以 

■*1 

/(zv^dzv 

J z 0 

表示沿此直线段的积分，则 


作) - F ⑹ 


r fQw 、一 



• h 之一之！ 





^ max { \ f { w ) — /(zi) I }. 

由于 /(W) 在 2: 处连续，得 

lim F(Z ) = F -— - f { z x ) - 0. 

Z Z j 

因而 FU) 在 a 可导，且 F'(☆)=/(々） .由 a 的任意性知， F(z) 在 
DO 。/) 上解析，且又由 FU) 的解析性知 Fk) 可在 
1)0^。，0上展开为 O —&) 的幂级数，并可逐项求导.于是得 y(2) = 
/U) 在 ZX 2a ，e) 上可展开为 Q —z。） 的幂级数，因而在 ZXz Q ，e) 上解析. 
证毕. 

仔细考察定理的证明，我们可以得到下面的推论. 

推论2如果 乃 是 C 中的单连通区域， /U) 是 D 上的解析函数， 
则存在乃上的函数 FU) ， 使， （幻 =/U) ，即 /(=) 在 Z) 上有原函数. 

如果区域 D 不是单连通的，则推论2显然不成立.例如令 fiz ) = 
1/z， 则 /(z) 是 C_{0} 上的解析函数.但由于 

r — — 27ti 7^ 0, 


因此 /U) 在 C—<0} 上无原函数. 


* 多连通区域上解析函数的原函数 

现设 D 是如图 3. 2的区域，在/2 
内有两个洞 A，A. 分别在洞 A，A 
内取点设是图中围绕 
的简单闭曲线.对 D 上任意解 
析函数 /U)， 如果记 

c \ = 士[ f(z)dzj 

2 丌 1 J & 

C 2 = T^-r /0)ck ， 

2 m 

并令 



图 3.2 


FCz) - / ⑴一 


z 一 


之—之 2 


则 
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F(z)dz= f f (z)dz 一 f —— —~dz — —~ —— dz 

J' )7 X Z — Zx J7 l z — Z 2 

― 2TdC x — 27riCi — 0 = 0. 

同理 f F(z)dz = 0. 

因此不难看出 FG) 在中任意闭曲线上的积分为零，由 Morera 定理 
得 FQ ) 在上有原函数. 

另一方面，由于 

' dz n . f dz . 

- = 2兀1 ， - = 2 m , 

)r x z — z Y }y z z — z 2 

因此^^和^^在 fi 上解析但无原 函数. 

Z — Zi z 一 z 2 

通过上面分析我们看到，上没有原函数的解析函数本质上仅有 
两个.同样地，如果 D 内有《个洞，则上没有原函数的解析函数本质 
上仅有 n 个. 

另外， Morera 定理的证明过程还告诉 我们： 区域上一连续函数 
/G) 解析的充分必要条件是V aGD ， 取£>0充分小，使得 D(z 0 ， e)CI 
fi， 则 /U) 在 D(^>，e) 中任意简单闭曲线上积分为零.或者说连续函数 
/( 幻解析的充分必要条件是 /( 幻局部有原函数.由此只要利用积分与 
极限交换顺序的条件，就不难看出解析函数局部一致收敛的极限函数 
也是解析的.为此我们需要下面的定义. 

定义称区域上的函数列在上内闭一致收敛于函数 
/G)， 如果 {/„(=)} 在 D 中任意紧集上一致收敛于 /G)， 即对 fi 中任 
意紧集尺及任意 s>0,3 N ， 使 n > N 后， |/„U) — /U)|<e 对所有 
成立. 

oo 

例 2 幂级数在收敛圆内不是一致收敛的，但它是内闭一致 
收敛的 • ”一 

定理4设 ( AU)} 是区域 D 上的解析函数列，且在 D 上内闭一致 
收敛于 / Or) ，则 /G) 在/3上解析. 

证明V 26仏取 e>0 充分小，使得则{/„(幻}在 
万^^ 上一致收敛于 f(z) ，因而 /(z) 在 ZHA，e) 上连续•对 D(z 0 f e) 
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中任意简单闭曲线厂，由 Cauchy 定理知 

f „ iz ) = 0. 

J r 

但 {/ n u )} 在 r 上一致收敛于 f ( z ) ，因而 

/( 2 ) = lim f „ iz ) = 0. 

J r ” 一 +ooJ j* 

由 Morera 定理得/(幻在/)(“，£)上解析.而 ^6 X 2 是任取的，得 f ( z ) 
在上解析.证 毕. 

值得注意的是定理4对于实的可微函数显然是不成立的.实的可 
微函数序列一致收敛的极限函数不一定可微，原因是微分与极限交换 
顺序比积分与极限交换顺序要求的条件 更高. Cauchy 公式使得许多解 
析函数的性质能够通过积分与极限交换顺序得到.下面我们还将看到 
一些这方面的例子. 


§ 3 . 4 利用幂级数研究解析函数 


前面我们提到积分表示和幂级数是研究解析函数的两个基本工 
具.本节中我们将利用“函数 / Q ) 在区域 X 2 上解析的充分必要条件是 
对于任意存在 2 ：。 的邻域 ZXz 。， r )， 使得 /O) 在 DOo ， r) 上可展 
开为 Q — A ) 的幂级数”这一结论，以幂级数作为工具讨论解析函数的 
一些基本性质.下一节我们将用积分表示给出解析函数的另一些性质. 
设 / U ) 是区域上的解析函数，以 6 D ， 再设 


fiz) = 2 a ”( z — Zo ) n 

n = 0 

是 / G ) 在〜的幂级数展开.由于幂级数可逐项求导，因此这一展弁必 
须是 / O ) 在 2 。点的 Taylor 展开， BP 


严⑹ 

n\ 


fCz) = 2 


n\ 


(z — z 0 ) n . 


利用此 则有： 


定理 1 设 /( 幻在区域 D 内解析.如果存在使得 

f(z 0 ) = f Oo) == /"Oo) =…= / ⑷ Oo) =…= 0, 

则 / O ) 在上恒为零. 
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证明令 

5 - e i 2 \ f ( z ) = fdz ) =/〃0)=…= / ⑷(之） = … 

由于所有/ (? °0^)都在 D 上连续，因此 S 是 o 中的闭集（即 n - s 是幵 
集).另一方面，如果 se*s， 取 e>0 充分小，使得 DGWCO, 则 /o) 在 
iX?，e) 上可展开为幂级数 


/U) = 


+ 00 

S 


f in \ z ) 

n\ 


O — zY. 


但对任意的 n，/ (rt) (幻= 0,得 /(O 在 ZXhe) 上恒为零.因此 D(2,e)C= 
从而5是 D 中的开集•而 D 是区域，必须是连通的 
且其在中既开又闭，所以必须 5-a 证毕. 

例1令 


/(工 )= 卜 - 乂工古 0 ， 

则 /Cr) 在 M 上任意阶可导，并且/°°(0) = 001=1，2, —），但/(:*:)并不 
恒为零，所以 /(x)^£ 三 0，/(x) 不能展开为幂级数.注意 

n = 0 • 

在这里函数 /(x) 在 x-0 展开的 Taylor 级数处处收敛，但并不收敛到 
函数 /U). 

如果一个函数局部可展为幂级数，利用幂级数可逐项求导得这一 
函数任意阶可导.上例说明任意阶可导的函数不一定可展为幂级数•如 
果以 c- 表示局部可展为幂级数的函数全体，则我们得到 C W ^C' 
由定理1，我们有下面的推论. 

推论 1设 /U) 是区域 D 上不为常数的解析函数，则V aGD ， 存 
在正整数 m， 使得 

/’（之。）= f "( z 0 ) =…= / (m_l) (2 0 ) = 0，而 f ( m ) ( z 0 ) ^ 0. 

这时存在 A 的邻域 O, 使得 /O) 在 O 上可表示为 

/(之）一 f ( z 0 ) = (z — z 0 ) m g ( z ) , 

其中 貧(幻在 O 上解析，且发(之 0 )关 0. 

在推论1中，如果/(^) = 0,则^称为/(幻的 m 阶零点. 推论1 
表示对于不为常数的解析函数，其所有零点都是有限阶的.利用此 
则有： 
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推论 2设 / U ) 是区域 D 上不为常数的解析函数.如果满 
足/(2：。）= 0,则3 £>0,使得2：。是/(2：)在乃(2。，£)中唯一的零点. 

证明设^:。是 /(2 T ) 的 m 阶零点，由推论1，存在函数 gO) 在2：。的 
邻域 o 上解析， &U。） 参0,使得在 o 上 f ( z ) = ( z ~ Zo r g ( z ) t 因而 
3 e>0, 使得 gU) 在 D(^，e) 上处处不为零.而 A 是 G — 唯一的 
零点，从而 /(=) 在/)(☆，£)上除 ☆ 外无其他零点.证毕. 

设/(幻是区域上不恒为零的解析函数.令 
Z(f) = {2 G 0\f(z) = 0}. 

通常称之为 /G) 的零点集.推论2表示集合 2(/) 中的每一个点都是 
Z(/) 的孤立点，即对每一点 〜ez(/)， 都存在开集 O, 使得 

O n Z(f) = { 之 0 }. 

因此推论2也称为解析函数的零点孤立性定理.下面例子表明对于 
的函数，零点孤立性定理并不成立. 

例2令 


( —丄 1 

Je - 2 sin — ， x 古0， 

/Cr) =1 工 

0 ， x = 0, 

则 /(X) 任意阶可导，但 x -0 不是 / Or) 的孤立零点. 

零点的孤立性也可等价地表 示为： 区域 D 上解析函数 /U) 如果 
不恒为零，则其零点集 Z(/) 在 >0中无极限点.利用此则有下面定理. 

定理 2 (解析函数的唯一性定理）设 f ( z ) 都是区域 D 上的 
解析函数_如果存在 D 中点列{^：„}使得 f { Zn ) ~ g ( Zn ) (W = 1，2，…），并 
且集合有极限点 2 ：。6 X 2,则在上 f ( z )= g ( z ). 

证明/(/一^在口内有极限点2。，因而不是/(2：) — gO) 的 
孤立零点，因此必须 f ( z ) — g ( z )= 0 . 证毕. 

定理2中条件是必要的. 

例3 令 / U)=sin 丄，则 /U) 在 C — {0} 上解析， /( 丄1 =0.因 

z \ nn! 

此是 Z(/) 的极限点，但 /(z) 不恒为零. 

下面我们将解析函数看做平面区域到平面区域的映射，利用幂级 
数从几何的角度来描叙解析映射的局部性质. 
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设/(2)=1/0，^0+化0，>0在区域0上解析，在第二章§ 2. 3的 
定理1中，我们证明了这时 I /'( a ) I 2 就是映射 

(x ，： y ) 卜 iuixjy) jv(jo y y)) 

的 Jacobi 行列式.如果 a € fi 是 / U) —/ U。） 的一阶零点，即 
关0,利用微积分中的逆映射存在定理，我们知道存在^的邻域 
O! 和 /U Q ) 的邻域0 2 ,使得/: (^^02 为——到上的映射./- 1 ： 
o 2 —o 3 也是解析的.这时/: o 2 为解析同胚.即如果尸 U。） 式0, 

则 /o) 在％ 的邻域上是解析同胚映射. 

如果 ☆是 / U)— /0。）的 W 阶零点，其中 W >1， 则存在 e>0, 使 
在 上 /(z)—/Xz。) 可表为 (r — ，其中 《 O) 在 D(zo^e) 

上解析且处处不为零，由第二章§ 2. 2的定理7知，存在 D(z Q ，e) 上解 
析函数 /Kz)， 使得 /r(z)=g(z). 因此利用 /Kz), 在 ZKa ,£) 上 
/O) — f(z 0 ) = \^(z — z 0 )h{z)^\ m . 

令 pO) = (2_2：o)/K2：) ，则〆所以存在2。的邻域 O! 和 
9(A) = 0的邻域0 2 ，使 P(2) = U — 为解析 同胚. 而在 o 2 上 
f(z)~f(zo) 二纩 ，其是 m 对1的映射，即存在/(❿）的邻域0 3 ，使得 
V 如 60 3 ，加 =纩在0 2 中有且仅有 m 个解.如果适当选取 A 和0 3 ，上 
面结论可表示为V 在 Oi 中有且仅有 m 个点.即从几何 

上看，映射2： \^1V = f (之）一/(2：。）=#与映射 Z \^Z m 基本相同（见 
图 3.3). 



图 3. 3 

上面利用解析函数的幂级数展开，我们描述了解析映射的局部性 
质•而以这些局部性质为基础我们可以讨论解析映射的一些整体性质. 
下面介绍这方面的几个重要定理. 
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. 定理 3( 开映射定理）如果 / G ) 是区域上不为常数的解析函 
数，则 / U ) 将 D 中开集映为开集. 

证明仅需证/⑴）为开集•取加。=/(以）6/⑴）•设☆是 
/( z )—/(&) 的 m 阶零点，则存在_的邻域0,使对其中每一个点 
z ^ O , 其逆像广 Vw ) 在〜 的邻域都有 m 个点.特别地 r ^ e / ⑴），得 
OC / ⑴），因而加。是 /( fi ) 的内点.但切。是任取的，得 /( X 3) 为开集. 
证毕. 

将开集映为开集的映射通常 称为开映射. 上面定理表明，如果解析 
函数不是常数，则由^定义的映射是开映射. 

前面我们定义了单叶解析函数的 概念： 区域上的解析函数 
/( 幻称为单叶解析函数 ，如果对中的任意两点，恒有 f ( zO ^ 
/( a ). 利用上面对解析映射的局部描叙 则有： 

定理 4 如果/(幻是区域 n 上的单叶解析函数，则/⑴)是 cm 
的开集， / a ) 在上处处不为零.因此是解 析的； /: 
fi —/ ⑴)是解析同胚. 

证明由开映射定理知/02)为区域，因此仅需证尸（幻在 fi 上处 
处不为零.假设存在2。6仏使/'0。）=0.若2：。为/(：2：) — /0。)的 m 阶 
零点，则 m > l . 因而局部/为 m 对1的映射，与/的单叶性矛盾. 
证毕. 

如前所述，定理对的映射是不成立的.例如令 /( x )=: r 3 , 其是 
R 到 R 的一一的映射，但/'(0) = 0. 

下面是两个关于开映射定理的重要应用. 

定理 5( 最大模原理）如果 / U ) 是区域 D 上不为常数的解析函 
数，则 |/ U )| 在内无最大值点. 

证明 设 2 T 。 是 I / U ) |在^2内的最大值点， B 卩存在 e >0, 使 |/ Oo ) | 
是 |/ G )| 在 Z ) U Q ,0 上的最大值点.由于 / U ) 不为常数，因此 
/( Z )( A ， e )) 是开集.特别地/(之。)是 / CD (^)， e )) 的内点，因而 \ f ( zo )\ 
不可能是最大值.证毕. 

定理 6( 代数学基本定理）设 

PCz) = a n z n + (^ 一 〆 -1 + …+ 

是一 n 次多项式，其中 屯关 0,则方程 PU ) = 0 在 C 中有解. 
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证明1从 

P{z) = z n ia n + 丄 + … + 今 

I z z n / 

容易推出 

lim \P(z) I = + oo. 

2—oo 

取及 充分大，使得 


min {\ P ( z )\\\ z \ ^ R }> I 尸 （0)|. 

设&是 | p u ) I 在两圆盘内的最小值点，由假设得 
d ( o ， r ). 因为 f ( z ) 解析且不为常数，所以尸 oko , 幻） 是 c 中的开集. 
从而八以)是/ \ ZXOA )) 的内点•如果尸 ( Z 。) 关0,则 I 尸 U G )| 不能是最 
小.此矛盾说明了必有 P ( z o ) = 0. 

证明2对多项式尸 U )， 由于 limPC ^^ oo , 因此定义 = 

Z-^oo 

则 PU ) 可看做扩充复平面 t 到 C 的连续映射.我们考虑在2 =⑺和 
P (2) = oo 处的坐标变换.由 



其在加= 0是解析的，因 此尸： 是解析的映射.而其不为常数，所 
以尸 ($) 是七中 的开集.但另一方面，由于 i 是紧的，而尸是连续的，因 
此尸( I )是$中的紧集，因而是闭集.于是得 P ( C ) 在 C 中是既开又闭 
的集合.但 C 是连通的，因而其是 i 中唯一的一个非空且既开又闭的的 
集合， 必须尸 d )= C 特别地广 Vo ) 关0，即方程 PU ) = 0 在 C 中有 
解.证毕. 

证明2的方法也经常被用来讨论紧曲面到紧曲面的开映射. 

下面的例子是幵映射定理和最大模原理的应用. 

例4设 D 是 C 中一有界区域， / U ) 在 D 内解析，在 S 上连续，且 
在 3 D 上尺>0, 证明： 如果 /( 幻不为常数，则 

/CD) = D(0 ， R\ ' 

特别地/(幻= 0在 D 中有解. 

证明 V = 6乃，由最大模原理知 I / U ) 丨 <及，因此 /( D ) C = 
1)(0，只），且/(£0是£)(0，尺）中的开集.设功。€3/(1))，则存在/0))中 
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的序列 {w„} ，使得 w„^w 0 . M D 中的序列{ 2 „}，使得 fiz n ) =w n . 不妨 
设2：。.由 /(2 T ) 的连续性知 f ( Zq ) = W 0 . 如果2。6 /)， 则 ./ (之。） 是 
/( d ) 的内点，与 t ^ ea /( D ) 矛盾.所以必须 z 0 eaz )， 得 

|w 0 I = |/(2 ： o) I = R. 

因此 /( D )= D (0， R ). 证毕. 

例 5 设 /( 幻在 ZX0 ， 1 ) 内解析，在 D ( 0 ， 1 ) 上连续，且在 azxo , i ) 
上 \f(z) | ^1 ， 证明/(幻是一个有理函数. 

证明设 Zl ，之2,… ，。为 /(2：)在 iXCM ) 内的零点(计重数).令 


F ( z ) = f ( z ) 

Z 一 Zi 


1 — 云 F 

之 — 之 2 


1 — 云 〆 
Z — z n 


则 FU) 在 D(0,1) 内解析，无零点，而在 ai)(0，l) 上 |FU)|gl. 由最 

大模原理推知I 和都只能在 ai)(0，l) 上取到最大值1.这 

说明 |FU)I 为一常数函数.由此推出存在私 e[0,2ir) 使得有 F ( z )=- 
e % 从而有 


r/ 、 ⑷之 —q Z — z n 

J {z) = e - = — • - 二 . . . 二 — 

1 —— Z Y Z 1 一 Z 2 Z 1 — 2：„之 

§ 3. 5 Cauchy 不等式 


在§ 3. 4中我们利用解析函数局部幂级数展幵的存在性，以幂级 
数作为工具研究了解析函数的局部性质.这节我们将利用另一个工具 
——积分表示来讨论解析函数的另外一些性质. 


设 D 是以有限条逐段光滑曲线为边界的有界区域， /U) 在区域 


内解析，在 D 上连续.对给定的仏取 r 使 0< r<distU，aW， 则 
V zGiX；?:。，/*) ，由 Cauchy 公式得 


fiz) 


27 riJ 


/( w ) 


aa zv — z 


div 


2 mJ 


f(rv) 


m 


w — z 0 — (z ~ Zq) 


dw 


2 iriJ 


/( w ) 


an w 


之 o 


1 一 


z 


之 0 


-&W 


XV 


Zc , 



fQw ) 

90 ZV — Z Q 


+ oo 

•2 


Fl = 0 


之 — 

w — Z Ql 


n 

dw 












令 r - h *。， 并取 C = ^~. 定理得证. 

定理2常被用来讨论解析函数列的收敛性. 

推论 如果解析函数列{/„(=〉}在区域 D 上内闭一致收敛，则对 
任意 00} 也在 D 上内闭一致收敛. 

证明 设 {/«(=)} 在 D 上内闭一致收敛于 /(=)， 由 § 3. 3定理4 
知 / Xt ) 在 if 2 上解析•设 KCZifi 是12中的紧集*令 2 ro = dist (尺， 90) ，由 
尺紧知 r Q >0 •令 D = U|dist (尺 ， z )< r Q }， 则 Z ) 也是中的紧集.而 
{/«(>)} 在上内闭一致收敛，因此在 £) 上一致收敛，自卩 V e > Q ，3 N ， 
只要《>#，则 V 261)，恒有 | /„(=)—/ ⑴丨< € •而由定理2知这时 
l/f ⑴一产 4) l<Ce 在尺上 成立. 因此{/^(2)}在 D 上内闭一致 
收敛于 /〜<>). 证毕. 

对于 C 00 的函数，上面推论是不成立的.例如令 人 (x) = ^ Mk ， 则 

71 

{ AU )} 在 1 R 上一致收敛于0,但 {/ l ( x )} = Uc OS « 2 : r } 在 R 的任意区间 
上都不收敛. 

Cauchy 不等式的另一重要应用是下面著名的 LiouviUe 定理. 

定理 3 (Liouville 定理） 如果 /( r ) 在 C 上解析且有界，则 / U ) 必 
为常数. 

证明 设对于任意 = ec ，|/ U ) |< M •任取 〜 ec ， r > o . 由于 
/(之)在 iXA ， r ) 上解析，在 Cauchy 不等式中，令 n = l ， 则有 

\f (z 0 ) I < 

令 r —+ oo , 得尸（ 2 。）= 0•由 z 。 的任意性， /'0) = 0. 因此有 fCz)=c 
为常数.证毕. 

从解析映射的角度， LiouviUe 定理说明不存在 C 到 C 中有界区域 
非平凡的解析映射.特别地我 们有： 

定理 4 复平面 C 与单位圆盘 D (0，1) 不能解析同胚. 

定理 4 对于复平面中的区域相对于解析同胚的分类是非常重要 
的，关于这方面进一步的讨论可参阅第八章中的 Riemann 映射定理. 
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应该说明的是复平面 C 与单位圆盘 IX 0，1) 在可微的意义下是同 
胚的.例如定义 D (0，1) 到 c 的映射 F 为 


则不难看出 F 是 ZX 0，1) 到 C 的——到上的映射，并且其 Jacobi 行 
列式处处不为零.因此 F 的逆也是 C °° 的.映射 F 表明从 C 00 的观点来 
看，单位圆盘与复平面是同一个 空间. 定理4则表明从解析的观点看， 
单位圆盘与复平面是完全不同的空间,或者说其上的复结构不同. 

下面我们从解析函数值域的角度来看 Liouville 定理. 

我们将复平面 C 上的解析函数称为整函数 (Entire function ) •如 
果一个整函数不是多项式，则称其为超越整函数.超越整函数也可定义 

为收敛半径是 + oo 的幂级数其中有无穷多个〜不为零. 

Liouville 定理表示对于非常数的整函数而言，其值域不能包含在一个 
有界区域内.为推广 Liouville 定理，我们先给出下面的定义. 

定义 C 中的集合 S 称为在 集合了 中稠密，如果 5 IDT . 

由定义不难看出 S 在了中稠密当且仅当 V ^>€7%存在 S 中的序 
列 U n } ，使得 心 — z 0 . 例如有理数的集合在实数中稠密.利用稠密的概 
念， Liouville 定理可推广为： 

定理 5( Wei erS t raSS 定理） 如果 / U ) 是不为常数的整函数，则 
/ U ) 的值域 /( C ) 在 C 中稠密. 

证明 /( C ) 在 C 中稠等价于 /( C ) = C . 倘若定理的结论不成立， 
则3 zoecMzoec - fCo . 由于7^是闭集， c — 为开集，因 
此存在 e >0, 使得 D ( zo , e ) f |7(0 = 0. 令 

8{z) = 7 ^ 7 ^ 

则发(之) 也是整函数，且 I 贫 (5：) | +•由 Liouville 定理得 发 (之）为常数， 

从而 / G ) 也是常数.这与已知矛盾.证毕. 

如果一个整函数是不为常数的多项式，则由代数学基本定理得其 
值域就是 C . 因此一个自然的问题是对于超越整函数，这一结论是否 
也成立？即如果/(幻为超越整函数， V vuo^C ，方程/« —加。= 0是否 
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一定有解？对此只需考查函数 / U )= e z . 显然方程 = 0 无解.因此，对 
超越整函数我们一般的不能期望 /( C )= C . 但 Picard 证明了下面比 
Liouville 定理更为深刻的结论 • 

定理 6( Picard 小定理）如果 / O ) 是超越整函数，则集合 C - 
/( C ) 至多包含一个点. 

若集合 C —/( C ) = { w 0 } ，贝 ！ J w 0 称为 / O ) 的 Picard 例外值. 例如 
0是函数 〆 的 Picard 例外值. 

Picard 小定理的证明超出了本书的范围，有兴趣的读者可以参阅 
参考文献 [7]. 

现在我们回到解析函数以及其导函数的积分表示式 


/ U ， Uo ) 


2m. 


fCxv) 


Iw—r 0 j =r (.ZV — 之 o)” 


:dzv. 


如果在此式中令 w = 0, 并将圆周 |w — 〜 I = r 表示为 

w = z 0 + re iff y 6 G [0,2jt], 

则得到 


" 、 1 r 2n f(z 0 + re >9 ) :fl 1 r 2 "r', - ,, 

/(zo) ^ rL ― ^^ d(re ) = ^J 0 /( "° + re ) 如 . 

这一等式称为解析函数的平均值定理. 

定理 7( 平均值定理） 如果 /( Z ) 在区域上解析，则 v z 0 ^ n , 
0< r < distO 。， a < f 2) ，恒有 


f(z 0 ) = /O 。 + re i(? )d^. 

2 兀 J o 

定理 7 告诉 我们： 解析函数 / G ) 在圆心 a 的值 / U 。) 是 / Or ) 在 
圆周 1^ —5 ：o I = r 上取值的平均. 

由于平均值定理中的狀是实变量，比较等式两边的实部和虚部， 
得平均值定理对调和函数也成立，即调和函数在圆心的值为其在圆周 
上取值的平均. 

由平均值定理推出 


这说明解析函数在圆心的值的模要小于或等于其在圆周上模的平均 
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值.这一不等式被称为平 均值不等式. 

如果在平均值定理中取定及，使得 o<i?<di s t(A，az))， 并在等式 

/(之。）=点 j* f (. z 0 + re id )dd 

两端同乘 rdr 后，对 r 从0到 R 积分，则有 

f ( z 0 )rdr = ~~ [ f ( z 0 + re^)rdrd0. 

Jo OJ 0 

由此推出 

/(^o) = f ( z ) dS , 

D ( z 0 ， R ) 

这里 dS = rdrdff 是平面的面积微元. 

上面等式是平均值定理的另一种形式，它表示的是相对于面积的 
平均值.对这一等式应用绝对值不等式，则有 

l/Uo)| J 1 /⑸ |dS. 

D (. z 0 ， R ) 

13.6 平方可积解析函数 

为了说明上面平均值不等式的应用，我们对平方可积的解析函数 
作一些简单的介绍. 

以下总假定是 C 中以有限条逐段光滑曲线为边界的有界区域. 
设 /U ) 是上的复值函数 • 如果|/(幻| 2 在 D 上广义可积，则称 f { z ) 
为上的平 方可积 函数. 我们以 A 2 ( D ) 表示上平方可积的解析函数 
全体.利用不等式 

1/⑴ ' 

我们 可知： 如果/€ A 2 (fi) ，则 |/U) I 在上可积.再由不等式 

l/U) (之）| 2 < |/(之）| 2 + 2\ f { z )\\ g { z ) \ + k ⑷ | 2 

< l/U) I 2 + 2 ^\ 2 ■+ ⑷ I 2 + |^( 2 )P 

= 2(|/U )| 2 十 kO )| 2 )， 
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我们可以 推出： 如果 /( 幻和〆=)都是 A 2 (W 中的元素，则 

fiz ) + giz ) e A 2 iO ). 

因此 A 2 (fi) 是一复线性空间. 

设 /( 幻和〆 幻都是中的元素，令 

Cffg) = /O) g(z)ds, 

a 

(/,g) 称为函数 /(d 和 在 中的内积.内积 (/， g) 满足： 

(1) 对称性： if = 

(2) 线 性性： /!,/ 2 6 
乂 2 02)，心々为任意 复数； 

(3) 正 定性： （/，/)>0,并且(/，/) = 0等价于 /=0. 

与 n 维欧氏空间的内积相同，对此内积我们同样有 Cauchy 不等 
式. 

引理 l(Cauchy 不等式）如果 / O ) 和发 U) 都是 A 2 ( D) 中的元 
素，则 

I (/，《）| 2= /( 之） g(z)dS 

v«/ 

o 

< \\ \f(z)\ 2 dS . (||^(^)| 2 d5 = (/,/) (^，^). 

o a 

证明设 KR， 定义 f 的二次函数 PG) 为 
尸 (0= (I/I + t \ g \ 9 \ f \ +r|^|) 

= (I/I ， I/I) + 2“ |/| ， I 犮 I) + | 茗|， I 茗 I )， 

则 vreR ， 恒有尸 (o>o •因此其判别式满足 

^ = (I/I ， 1 冱 1) 2 — ( 1 几 1/1)( ， kl) < o. 

而 I (/，《） l <( I / I ， | g | ) ， 得 Cauchy 不等式 • 证毕， 

如果函数/(幻在圆盘£)(2。，穴）上解析且平方可积，利用 Cauchy 
不等式则有 

1/( 之。斤<(泰 j \/( z )\ dvy =|/|)2 
<(古) 2 J cLS. J |/( 2 )| 2 d5 

D(.z Q ,Ry Diz Qf R) 
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这时也称 {/„U )) 在上均方收敛于 f(z), 

例2如果 {/„(=)} 在则 A 2 ( fi) 中收敛于 /G)， 则 {/„U)} 在 D 上 
内闭一致收敛于/匕). 

证明对 D 中任意的紧集 K， 由引理2,存在常数 C x ， 使得在 K 上 

max\f n (z)—f(z^ | ^C K V (/ 二 /，/”-/) ~C K II /«— / || 一 0, 
于是得人 G) 在 K 上一致收敛于 /(^). 

例3 A 2 (fi) 中的序列 {/„} 如果是 Cauchy 序列（即对于任意 e> 
0,存在 JV， 使得只要《>#，历>7^，就有 || f n -f m || <0,试证 {/„} 在 
上内闭一致收敛. 

证明对中任意的紧集尺，由引理2知在尺上 

rnax\ f n (z) — /„ O) |< VT/„ — /„，/„ — f m ) 

— C K II fn — fm || • 

但 {/▲)} 是 X 2 02) 中的 Cauchy 序列，得序列 {/„(z )} 在尺上满足一 
致收敛的 Cauchy 准则，因而在尺上一致收敛. 

设序列 {/ n } 是 A 2 (X2) 中的 Cauchy 序列，由例3知 {/„} 在 D 上内闭 
一致收敛•设 Um/„U)=/G). 我们希望证明 {/„} 依 A 2 02) 的距离也 

” 一 + QO 

收敛于 / U ). 设 D 是 D 中以有限条逐段光滑曲线为边界的区域，且: D 
是 D 中的紧集.首先有 

flAU ) -/, U )| 2 d 5< ||/„ —/ m || 2 ， 

D 

其中 II A —/m II 是 / n (2：)— 人 O) 在 A 2 ⑴）中的模.由于 {/„} 是 Cauchy 
序列，因此对于任意 e>Q ， 存在 N ， 只、要 n>N ， m>N , 就有 

II fn — fm || <£， BP j |/ rt (^> — fmiz) | M5 ^ €. 

D 

在上式中令 n— + oo, 得 

I/O) — f m (z) \ 2 dS ^ e. 

D 

而 DCD 是任意的，因此 




1/( 之） — /mO) 1 2 dS < e. 
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所以由 \ fCz )\ 2 = I /—九 + 人| 2 <2(|/—九| 2 + |九| 2 )，得/(幻€ 

A 2 ( fi ) 且 II f n ( z )- f ( z ) II ^0 OO ). 

我们得到序列 {/«} 在 AHD ) 收敛，当且仅当其是 A 2 ( i 2) 中的 

Cauchy 序列.类比于实数域和复数域的完备性定理，这一结论表明 

A 2 ( D ) 对于我们上面定义的极限是完备的. 

定义 A 2 ( fl ) 中的函数 / U )， 〆 幻如果满足(/，尽）= 0,则称 / O ) 

与友 U ) 正交 M 2 02) 中的函数系{科(之）}如果满足 

rr - 1 1, n = m ， 

9”( x ) 9? m ( x ) d 5 = 

$ 10, w m , 

则称{科(=) } 为单位正交函 数系. 如果{件(=) } 是单位正交函数系，且不 
存在 / U ) eA 2 ( fi )， 使得 /( 幻关0,但 / U ) 与所有钭 G ) 都正交，则称 
{^ U )} 为完备单位正交函数系. 

如果 {% U )} 是一为完备单位正交函数系，对于任意 /6 A 2 ( n )， 类 

比于微积分中三角函数系的 Fourier 级数，我们称形式级数 

+ 00 

/(之）〜 之、 
n = \ 

为/对于{件0)}的 Fourier 展开，或称/对于{奸( 2 ：) } 的 Fourier 级数. 
对于这一级数，首先由{件(=)}的单位正交性，对于任意饥，有 

m 2 

o < /— 


= (/ — 2 — X ) 

n=l n= 1 

-(/，/)- SK /,^) i 2 , 

n= 1 

因而 f I if ，？ n) | 2 < (/ ， /)<+ 〜 • 特别地，如果令 

n=l 

k 

SkifjZ) = 2 Cf f<Pn)%(z) 

«=1 

为 Fourier 级数的部分和，则 

k+p 

\\S k ^ p {f 9 z)~S k (f 9 z^\\ z = 2 1 (/, 佟） 1 2 , 

«=*+i 
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因而{&(/，幻}是 A 2 (D) 中的 Cauchy 序列. 由上面讨论得函数级数 
2 (/，)并(2)在 D 上内闭一致收敛.如果 £ (/，私 M ⑴与 /U) 不 

n=l »=1 

+ oo 

相等，贝！ I 不难看出(/，科)料 O)— /0)与{并0)}中的每一个函数正 

n=l 

交.这与函数系 } 的完备正交性矛盾.我们 得到： 

定理 如果是中的完备单位正交函数系，则对于任 
意 / U ) e A 2 ( fi )，/ U ) 关于函数系{件 U )} 的 Fourier 级数 

S (/，％)%(=)在 d 上均方收敛于 /oo ，同时也内闭收敛于 /u). 

n«l 

与微积分中 Fourier 级数理论不同的是由于 A 2 (fi) 是完备的，因 
而如果 U n } 是一复数序列，满足 f Ih I 2 < + oo, 则函数级数 

nasc 1 

十 OQ 

的部分和是 A 2 02) 中的 Cauchy 序列，因而在/1 2 03)中均方 

1 

-J-oo 

收敛同时也在 X2 上内闭一致收敛.于是得 D 〜件 O) 必是 A 2 02) 中一 

n=l 

个函数的 Fourier 展幵.如果我们令 

/ 2 (C) = | { a n } a n € C， X \ a „\ 2 <+ qq | , 

fl= 1 

则不难看出 / 2 (c) 是一线性空间，而映射 

+ oo 

f ( z ) 2(/，件)羿 ( Z ) > {(/，蚪） } 

n_ 1 

给出了 A 2 ⑴)到 Z 2 (C) 的线性同构. 

§ 3. 7 Schwarz 引理和非欧几何介绍 

最大模原理的一个重要应用是 Schwarz 引理. 

定理 1 (Schwarz 引理） 设/(幻是单位圆盘 ZH0，1) 到自身的解 
析映射，满足/(0) = 0,则 

(1) V zGZXO ， l )， |/(之）|<|之 |，且 |尸（0)|<1 ; 

(2) 存在⑪关0使得|/(2。）|=|2。|或|尸（0)|=1的充分必要条件 
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Uz ) 


z —— a 
1 —— az 


则 /G) 是单位圆盘到自身的分式线性变换，将 a 点变为原点.令 

/(之）=/[ 〆 之)]， 

则 /O) 是单位圆盘到自身的解析自同胚，/(0) = 0.由 Schwarz 引理知 
1/(0) |<1 .另一方面 /m (幻也是保持原点不动的单位圆盘到自身的 
解析自同胚.同样由 Schwarz 引理知 | (广7 (0) |<1 •但 

z = 广 1 0 /U )， 

因而 /'(0).所以必须 1/(0) 1=1.由 Schwarz 引理知 

f(z) = e l 6 z. 因此 


^(jz) — a 
1 — ag(z) 


= e id z 9 


得 


giz ) = 


a + e iff z 
1 + de lB z * 


令之。 ae _ld ， 定理得证* 


如果以表示由 D 到自身的所有解析自同胚构成的群，则定 
理2表明 


A ( D ( 0 A )) = 


e 沾 


z 


之 1 


1 ——ZiZ 


0 e [0,2^],^ e d(o,d). 


显然对于任意26/?(0，1)，存在《6^1(/)(0，1))，使^'(；2：)=0.这一性 
质称为 D(0，1) 在群 AOX0，l)) 作用下是可递的，即对于 D(0，1) 中任 
何两点，都可通过自同胚，将一点变为另一点 • 因而关于一个点的解析 
性质在 A(D(0，1)) 作用下对任意点应该 一样. 利用 A(£K0，1)) 可将 
Schwarz 引理中/(0) = 0的条件去掉，即 Schwarz 引理可表 示为： 

定理 3( Schwarz 引理）如果/: D(0，1)— £)(0，1)是单位圆盘到 
自身的解析映射，则对任意 n，z 2 ezxo，i), 恒有 


fjzi ') — f { zz ) 

1 — fizx^fizt) ^ 


^1 — Zt 

1 — z ^ z 2 


并且存在 A ，使等式成立的充分必要条件是 


/O) - e 1 " - ~_ a e A(Z)( 0，1 )). 

丄一 az 

证明设 给定 ,2：o = /(^l). ^ 
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z 一 Zi 
1 一 z Y z 


乙。⑴ 


Z — Zp 
1 — Z 0 Z 


则‘0^)=4。（之。 ）= 0 .令尸=4。。/。/:； 1 ，则尸： LK0，1)—D(0，1) 为解 
析映射,^(0) = 0. 因此由 Schwarz 引 理知： 对任意 zG*D(0，l)， 有 

\ F ( z ) K | 之 | ，即 


14。小/; 1 !：之）丨 < k |. 

以代替 b 则上式为 

|4。。/(之 ）1 < 1^(^) |, 

即 V zeDCOA ), 


/ Oi ) — / O ) 
1 — f ( z l ) f ( z ') 


< 


Zl 


z 


1 —— ZiZ 


令之 = 之2，得 Schwarz 引理. 

上式中等式成立当且仅当 F ( z )= e ie z . 因此 


/⑴= e %: 1 。〜 

为分式线性变换.证毕. 

为了将定理1中|/' (0) |<1 也推广到定理3,我们在不等式 


/(:i) — /( 之 2) < 

1 — / Oi )/(>2) 


— ^2 
1 — ZiZ 2 


的两边同乘并令得对任意斤£>(0，1)，恒有 
Z 1 一 z 2 


\ fiz )\ 1 

1 - i / u ) i 2 ^ i - kr 

如果令，并在上式两边同乘 idd ，上式为 


_ dzv | ^ | dz 1 

1— |加| 2 、1— \z \ 29 

并且其中等式成立当且仅当 w=/(2)eza)(o，i)), 即泌=/(幻为分 
式线性变换(这点也可直接计算得到，见第二章习题 24). 

不等式称为 Schwarz 引理的微分形式 (或无穷 

小形式)•为了说明其意义，我们下面对非欧几何作一些简单介绍. 
在微积分中我们曾给出度量曲线长度的弧 长微元 


d.5 = a/ dx z + djy 2 = I I. 
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如果 h la 9 b ^ C,t ⑴ + i〆 /) 是平面上光滑曲线，则其弧长为 



|心|称为平面的 欧氏度置. 显然其在平移 zv = z + a 和旋转 zv = e l6 z 
变换下不变， S 卩 | d w | = | dH . 由欧氏度量确定的平面的几何性质称为 

欧氏几何. 

类似地，以单位圆盘 D (0，1) 作为基本空间，我们在 D (0，1) 上定义 
一个新的弧长微元 


ds — 


_ dz | 

1 一 kl 2 



ds 称为 Poincare 度置或非欧度量 ，由其决定的几何性质称为 非欧几 
何. 


由上面的 Schwarz 引理讨论(或直接计算)知，如果 


^ = e iff ^ € A ( D (0，1))， 

1 —— az 


mil — l d ^l _ ldg| 

人 J l - H 2 — 1 - I 之 i 2 ， 

即非欧度量在单位圆盘的全纯自同胚群作用下保持不变. 

设 D (0， l)y 是 ZX 0，1) 中分段光滑的曲线，我们 

定义/的非欧长度为 

b \ dz ( t )\ = C b 1^(01 

«1— \ z ( t )\ 2 ~ ) a l - 1^(0 I 2 

对于 ZX 0，1) 中任意两点我们定义之间的非欧距离为 
d ( z 1 ? z z ) = inf { s 卜为乃(0，1)中连结 ^ i ,^ 2 的曲线的非欧长度 }. 

设/是 IK 0，1) 中自身无交点的 曲线. 若对 Z 上任何两点 a ， q ， Z 在 
^1^2之间的曲线的非欧长度等于的非 欧距离 ，则 Z 称为测 地线， 

也称非欧直线. 

由于非欧度量在单位圆盘的全纯自同胚群的作用下保持不变，因 
此曲线的非欧长度、两点间的非欧距离和测地线等在单位圆盘的全纯 
自同胚群作用下都是保持不变的. 

为了得到任意两点;之间的非欧距离，先令 z i -0, z 2 = r >0, 
并设/: zU ) = xG )+ i ： y ⑴，6[0，1]是乃(0，1)中连结的光滑曲 






114 第三幸 Cauchy 定理和 Cauchy 公式 


线，则对/的非欧弧长，有 


5 (/) = 

Jo 

Jo 


V [ x ' + [y COT 

1 一 {[> ⑴] 2 + [: y ⑴] 2 } 

\^ r it) I h 

1 — Dr ⑴] 2 咁 



1 + xjt) 
1 — x{t) 



l + Z 2 

1 一之 2 


并且其中等式成立当且仅当 3^)=0. 因此得 


J(0，r) = +ln ] — r . 

2 1 一 r 

而曲线£ V ^ rt 即线段 [0， r ] 就是£)(0, 1) 中连结 zi = 0, z 2 =r 的测地线. 

利用非欧距离在 D (0，1) 的全纯自同胚群作用下保持不变.对任意 
两点^，^6乃(0，1)，作分式线性变换 


/ U ) 

1 — z x z 

其将 A 变为原点，而适当选取可使其将 ☆ 变到正实轴上，则由 
d ( z l , z 2 ) = d { l { z x ) , l { z 2 )) = d ( 0 9 l ( z 2 )) 

得 

1 1 + 
d { z l ，之 2 ) = —In - 

L 1 — 

同时由于全纯自同胚将测地线映为测地线.因此曲线广是连 
结^1^2的测地线.另外，分式线性变换将直线变为圆或直线，而其作 
为解析映射又是保角的.由于对任何两点 n ， r 2 ( — l < ri < r 2 < l )， 总存 
在单位圆盘到自身的分式线性变换 A U ) 使得/ 〆 [()，；•]) = [ n ， r 2 ]. 因 
此直线段（一 1，1)是 ZK 0，1) 中连结其上任意两点的测地线即非欧直 
线，其与单位圆周 \ Z \= 1 垂直.所以厂 VC — 1，1))是 D (0，1) 中连结 
^1^2的测地线，即连结并与圆周 k 1=1垂直的圆弧是连结 
A 的测地线. 

非欧几何最早是针对欧几里得几何中的平行 公理提 出的.平行公 
理假设过直线/外任意一点/>，存在唯一的一条与/平行的 直线. 由于 


之1 一之 2 

1 — 云而 
^1 — ^2 
1 —云1之2 
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这一公理在表述上更像一个定理，人们一直希望其能由欧几里得几何 
的其他公理推出.俄国数学家 N. I. Lobat C he VS ky(1793—1856) 首先对 
平行公理可能独立于欧几里得几何其他公理的问题作了大量研究.而 
上面在单位圆盘上构造的非欧几何模型是由 Poincad 提出来的，因此 
非欧度量一般也称为 Poincare 度量 . Poincare 验证了在上面的模型中 
欧几里得几何的其他公理都是成立的•但由我们的讨论不难看出平行 
公理不成立，即过一条测地线/外一点 A 有无穷多条测地线与 Z 不相 
交. 这证明了平行公理是独立于欧氏几何的其他公理的.同时这一模型 
也说明平行公理的反命题“过给定直线外一点存在无穷多直线与给定 
的直线平行”与欧氏几何的其他公理是相容的，或者说是不矛盾的. 

回到本节的 Schwarz 引理，利用非欧度量我们得到 

定理 4 ( Schwarz 引理）如果/是单位圆盘到自身的解析映射，/ 
是单位圆盘中的任意光滑曲线，则 s (/ 。 /)< s (/). 特别地，对于单位圆 
盘中任意两点 2： i ， Z 2 , 恒有 


3 (/( 之 1 ) ，/(之 2 )) ^ d ( z l 9 z 2 ). 

其中 •) 分别表示单位圆盘上的非欧弧长和非欧距离. 

上面定理4表明非欧度量在解析映射下不会增加.由于在数学的 
各个领域中我们会用到各种度量，因此自然的问题是这一形式的 
Schwarz 引理是否可推广到其他度量 • 这一问题至今仍是复变函数研 
究中的一个重要课题. 


习题三 


1. 如果 /( z ) 是区域 D 上的解析函数,7: ( >以0,6[0,6]是0 
中一光滑曲线， / u ) 在 y 上处处不为零.令 r 是由^ 

[0 4] 定义的曲线， 证明： 变元代换公式 


「 fill 

r /O) 


dz 



2. 设 r 是一不过原点的闭曲线，由 


dzv 


dlnw 


d(ln \w I +iArgw ；)， 
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试证： 


r dw 


dArgt £；. 


'r xv Jr 

问： 其在什么条件下为零？ 

3. 设7是 C 中一光滑曲线， sfiG) 是7上的连续函数，利用导数定 
义 证明： 


fiz) 


2 mj 


\ ^-dw 


7 W — Z 


在 C—y 上解析 • 

4. /U) 是 a 邻域上的函数，且在 ^ 点连续，证 明： 

' /( w ) 

卜一 《 0 I = e W 




之 0 


dxv == / O 0 ). 


5. 设 / U ) 在区域上解析 证明： 

(1) /U) 在％ 邻域上可展开为 U_ a ) 的幂级数 


Hz ) 




« = 0 


nl 


(2) 此幂级数收敛半径大于等于 disto^，ar3) ; 

(3) 如果/(1)为（: r。一r，x G + r) 上的实函数，在: T。 处展开的 

Taylor 级数收敛于 /(x) ，且这一级数的收敛半径及 > r ，则对于任意 

^ ^ (r。一r，*r Q +r)，/(x) 在 x' 处展开的 Taylor 级数收敛于 /(x). 

6. 计算： 1 

' - 


( 1 ) 

(3) 


dz 


| zl =2*2 2 十 1 ’ 

' jd^l 

f*J=2 之一 '1 ， 

7. 计算： 

dg 

j* 卜 2 z 3 ( z +3): 


( 2 ) 

(4) 


k + i|=il + z 2 
zdz. 


dz ； 


Izh 


( 1 ) 


( 2 ) 


J I 




，其中 a，6 不在圆周 U 丨 =/? 上. 


\ z \= R ( z — ay ( z — b ) 

8. 设 /U) 在 A>U 。， 幻 =^|0<|sr — 2 。 |< 尺 } 上解析，证 明： 存在 


常数^使 /( z ) 


(Z — Z 0 ) 


在乃。(^)，幻上有原函数. 
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9. 设 / U ) 是区域 D 上的连续函数.如果7是中的一段圆弧， 
/ U ) 在 0-7 上解析，证 明： / U ) 在上解析. 

10. {/„(=)} 是区域上的解析函数列，且在上内闭一致收敛于 
/ U )， 证明： 

(1) / U ) 在上 解析； 

(2) {/ r ( z )} 在 fi 上也内闭一致收敛于 / W U ) ; 

(3) 设是[―1，1]上连续可导的函数列，{/„(0)}收敛，且 
{//0)}在[—1，1]上一致收敛，则{/„(^)}在[—1，1]上一致收敛,且 

[ lim /„( x )]’ = lim // ( x ). 

7 |-*»QO «-**00 

比较 (2) 和 （3) 证明中的不同处. 

H . 设 / U ) 在上解析，证 明： 不存在使得 

|/( n )Oo) | ^ n]n n t 

12. (1) 设 / U )， gO ) 都在 a 邻域上解析，$0。)#0,讨论 / O ) ， 
gU ) 在^展开的幂级数相除后的收敛 半径； 

(2) 设 /( r ) 在2：。的邻域上解析 ， Z = 都在 W 。 的邻域上解析， 

A = g ( T ^)， 讨论 / G ) 在々展开的幂级数复合 gU ) 在加。展开的幂级 
数后所得的幂级数的收敛半径. 

13•设 /( 幻在上解析且有无穷多个零点，/(幻不恒为零， 证明： 
可将 / U ) 的零点排成一列 {〜} ，且在内无极限点. 

14•设 /( 幻在 C 上解析，且存在 n ， 使 lim / U )/^ = M ， 证明： 

:一 oo 

/ U ) 为阶数小于等于 n 的多项式. 

15. 设 / u ) 在区域上解析且不为多项式，证 明： 存在 z Q efi ， 使 
得对于任意《，恒有 / U ) (^ o )^0* 

16. 利用平均值定理证明最大模原理. 

17. 如果 M (: r ，： v ) 是 R 2 上非负的调和函数， 证明： w (: r ，： v ) 为常数. 

18. 设/^)在 ZK 0，1) 的邻域上解析.令 7=/( aD (0， l ))， 证明: 7 
的弧长 L >2 tt |/'(0)|. 

19. 设 /( 幻将 Z )(0，1) 单叶地映为 D ， 证明： D 的面积 A ( D )> 

兀|/(0)| 2 . 

20. 设非常数的函数 / O ) 在 l < kl < m 上解析，且 limf ( z )— 
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/(oo) 存在，证明： 

(1) /( co ) = if f ( Re iff ) dff , R > l ; 

ZTCj |z|=i? 

(2) 在 z > l 上最大模原理成立. 

-f-oo 

2 i •设/(幻在区域 d 上解析， “ e 仏 / u )= ^> n u — z 。)” 是 

n = 0 

/ U ) 在^的幂级数展幵，证 明： 

(1) 当 r >0 充分小时， 

~-r\f(z 0 + r^)\ 2 dS= 2 MV 2 ' 

以 Jo t^b 

(2) 利用 （1) 证明解析函数的最大模原理. 

(3) 设/ 1 (2)，/ 2 (=)，一，人(2)都是区域12上的解析函数.定义0 
上解析的向量函数…，人 (5：)), 并定义 _ F (2) 在2：的模为 

\\F(z) || = V [/! U ) | 2 , + I / 2 (Z ) I 2 + ^ +1 /„ (^ ) I 2 . 

如果 FU ) 是不为常值的向量函数，则 II FU ) II 在内没有最大值. 

22. 设 /( 幻在 D (0，1) 上解析，证 明： 存在 D (0,1) 中的序列〜一 
1，使得/(匕)收敛. 

23. 若/"(。为^次多项式，且当 k |< l 时， | P ( z )|< M ，证 明：当 

只 >1， | z | < 及时 ，| PO) | <MiR n . 

24. 设 D 是以有限条逐段光滑曲线为边界的有界区域，是 
D 上的解析函数列，满足 Ve >0,3 iV ， 使得只就有 


I人 U)— 尺 U) |心办<€， 证明： {/„(=)} 在 D 上内闭一致收敛. 


25. 证明： 如果 /( 幻在 C 上解析，且平方可积，则 /( 幻 E0. 

26. 设和是上半平面任意给定的两组点 ，问： 是否 
存在上半平面的解析自同胚 Z， 使得 L { zO = zu l 9 L(.z 2 )=zv 2 1 

27. 设 Ad 在/ >(0,1) 内解析， Re/O)>0，/(0)=a>0, 证明： 


若 a = 1，则 


fjz') — a 
/O) + a 


< IH ， l / / (0)| <2 a . 


1 — kl 
i + k ! 


< /( 之） < 


1 + U 1 

1 — \z\ f 
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28. 如果 / U ) 是上半平面到自身的解析同胚, 证明: 


f(z) = 


az b 
cz d 


其中 ajbyCjd^ ： M.,ad — bc^>O t 

29. 设 /U) 在单位圆盘内解析， |/(z)|<l , 并且 

/(O) = f (0) = *•* = /(*)(0) = 0 ， 

证明： ▽2€£>(0 ， 1) ，恒有 |/( 之） |<| 之 |* 十 1 ， 并且存在 ze/XO ， l ) 使等 
式成立当且仅当 /fe)=eV +1 . 

30. 若 /( 幻为上半平面到上半平面的解析映射， /(i)=i ，证 明：对 
任意 2 ， Im2 ： >0 , 恒有 

z + 1 

之 一 1 • 

31. 若 /( 幻在 IX0 ， 1) 内解析， /(0) = 0, 证明： f /(〆 )在单位圆 

盘内解析 . " 

32. 设 /(z) 在圆环 /)={2|1<4|<2} 上解析，在乃上连续.如果 

max|/(z) | < 1 ， max I/O) | < 2 ， 

kl =1 |z| = 2 

证明： （ l) Vzez) ， l/u)i<ki; 

(2) 如果 /(2) 关 e 、， 则 /(z) 在圆环 /)={2 丨 1<4|<2 }内有零 

点 . 

33. 设 /U) 在 D(0 ， 1) 上解析 ， |/G)|<1 ， 证明： 对任意《，存在 
n 阶多项式 />0) ，使得 V e€iXO ， l )， 

I/O) — p(z) \ ^ (n + 2)\z\ n . 

*34, 设 cb 为单位圆盘 Z)(0 ， 1) 的非欧度量， 

(1) 证明： 对且与圆周 |=| = 1 垂直的圆 
弧是 ZK0 ， 1) 中连结的最短曲线（心的测地线） ，问： 这样的测地 
线是否唯一？ 

(2) 设 / 是 ZK0 ， 1) 中对山给定的一条测地线， /"€1)(() ， 1) 是/外 
任给的一点，证明过 P 有 D(0 ， 1) 中无穷多条测地线不与 / 相交 . 

*35. 设 /: D(0 ， 1)4D(0 ， 1) 是解析映射， 证明： 对 ZK0 ， 1 ) 中任意 
的光滑曲线 7 , 有 K/(y))<s(y) ， 其中 Kn 表示曲线 y 的非欧长度， 


f(z) — i 

/U) + i 
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如果函数/(幻在^的邻域解析，上一章利用 Cauchy 公式我们证 
明了 / U ) 可在 A 的邻域上展开为 U — z 。) 的幂级数.利用幂级数我们 
讨论了解析函数 /( 幻在 A 邻域的局部性质.由于幂级数收敛的区域 
必须是圆盘，而圆盘这样的区域相对比较简单，这限制了我们所能讨论 
的函数的范围.例如，当函数 / U ) 仅在 A 的去心邻域 A ) U Q ， r ) = 
ZX ^， r )— U 。} 上解析，在2。处出现了某种奇异性时（这时^称为 
/ U ) 的狐立奇点），要讨论 / Q ) 在％邻域的性质，直接利用幂级数显 
然不行.在这章中，我们将介绍另一种级数—— Laurent 级数，并证明 
当 ☆是 / U ) 的孤立奇点时，我们可以将 / U ) 在&的邻域上展开为 
Laurent 级数.我们还将利用 Laurent 级数来讨论函数在奇点邻域的性 
质_ 


§ 4. 1 Laurent 级数 

前面我们讨论了 C 中的区域上解析函数局部幂级数展开，现设函 
数 / U ) 在⑺的邻域上解析，自然的问题是 / U ) 在^的邻域可展为什 
么样的幂级数. 

由定义， /( e ) 在 00 的邻域 d( oo , —] — {z \ k I > r } u {°°} 上解析 
等价于 /( 士)在如=。的邻域卜 I 上解析.因此 /( 士)在 

说=0的邻域 oA ) 上可展为幂级数 



换回坐标心得 




这是 / O ) 在 oo 的邻域 Z )( oo ， d = k | | z |> r } U {〜} 上的幂级数展 

开.对于任意 r '> r ， 这一级数在区域 £)( OO ,^- = {z | k | > r '} 上一致 
收敛，而其在 zxo ， r ) 上发散. 

一般的对于 C 中给定的点 Z 。， 用 A 代替上面讨论中的0,我们考 
虑以下形式的 级数： 

+ oo +CO 

2占” 7 ~ ~ v + — ^ o ) n . (4. 1) 

n=l _ Z 0 J n = 0 

+ °° ^ 

称之为 Laurent 级数，其中 J ^ b n 7 ^ -、„ 是在〜处展开的幂级数，称 

«=1 KZ~Z 0 ) 

十 00 

为 Laurent 级数的 主部; 而乏 >„(z —☆)" 是 ☆ 处展开的幂级数，称为 

n = 0 

Laurent 级数的正则部分.为了方便起见，我们令 a - n =& ，其中 w = l , 
2,3，"_. 利用此则 Laurent 级数可表示为 

十 oo 

2 a n( Z ~ 之 0 )". 


我们首先讨论 Laurent 级数的主部.将乏- 1 ， 、„ 作为 oo 处展 

rt =l KZ^Zq) 

开的幂级数，根据以上的分析，总存在 r 6[0，+^]， 使得对任意 r '> r ， 
这一级数在的邻域1^°°，^^ = <0—/)(5：0，/)上一致收敛，而在 


■ DU 。") 上 发散. 因而当时这一级数定义了 C — DO (}， r ) 上一个解 
析函数.在下面的讨论中我们总假定 r ^ oo . 


对于 Laurent 级数的正则部分，设级数— 2 ：。)"的收敛半径 

71=0 

为只，级数定义了 DU 。， 及）上的解析函数•当 R ^ r 时， Laurent 级数 
( 4 . 1) 在任何区域都不收敛.下面我们假定 R > r t 这时 Laurent 级数 
(4.1) 在环形区域 

记为 

U |r < |z — 2： 0 1 < R } = D ( z 0 ， r ， R ) 

内收敛 • 因此它的和是 Z >( z c ， r ，/?) 内的解析函数. 

值得注意的是这里我们是将 Laurent 级数 D a »( z ~ z 0 ) n 看做两 

n= — oo 

个幂级数的和 • Laurent 级数收敛是指这两个幂级数分别收敛. 
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反之，设 / G ) 是圆环区域/)0^，〜灭)上的解析函数.对给定的 re 
D ( z 0 , r ， iO , 取 〆 和义，使得 U - Z 。 丨< 尺'<尺，则 / U ) 在 
D ( z 0 ， r f ，/^)上连续.由 Cauchy 公式得 

: f ^^ dw . 


f ( z ) 


由于 


2 丌 i . 


27 ciJ |w-* 0 i=^ vo ― z 

/( 加） 


\xv^Zq \ = R r Z 


~dxv 


2 兀 \ xo — z ^\= r , Z 

_ /( 仿) _ 

2^ciJ \w- Xq \=r' iv — z 0 — (z — z 0 ) 


J l «»— 


dxv 


2 th . 


f(iv) 


s 




\w-z 0 \=R' XV — Z 0 \ W — Zq 


dzv 9 


而当 z 固定时，级数 


2 

n^O 


z — Z Q 


XV — Z 0 j 

在圆周 AI =纪上关于 w —致收敛，从而可逐项积分，因此我们有 


2丌1 


其中 


f ( tv ) 

\w~z 0 \=R' IV 一 Z 


dw = ^ 


» = 0 


/( 泌） 


]jv—x 0 1 =R' 之 0 )” 


^dw(z — z o y 


n = 0 


2?ri, 


— : o ) n . 

/( w ) 


;dzv. 


(4. 2) 


\-v}~z 0 \=IC Qxv —之 O )". 1 

由 Cauchy 定理， （ 4 . 2 ) 式中的积分与兒 e (r，i?) 的选取 无关. 而由幂级 
数理论我们知道 — 的收敛半径大于或等于尺，因此它是 

n=»0 

DU，iO 内的解析函数. 

另一方面，我们有 


丄 f 


f ( w ) 


dxv 


2^1 J \ w -^ z ^\= r f z 

_ Lf /(^) 

—— I 


ij I 




27CiJ \xv—z Q ]^r , *W — Zq — (Z — 2^o) 

dw 


Aw 


2 ^nJ | W - z n i=〆 z — z Q ^ xv — z 0 

1 — 

之—之 0 




f ( w ) 


2 ^iJ lw -^ 0 i =^ z — z 0 ^i \ z — z 0 




XV 一 Zf 


dw. 





由 1 2 ： — 2 ：o I = \w — z 0 I ，因此 2 : 固定时 U ( 一 = — " 在 1 w — z 0 \=r r 

«=o 1 z — ZqI 

上关于 w — 致收敛，从而以上积分可与求和交换顺序，得 
_lf /(^) 1 

27tiJ 卜 〆 zv — z ^ 

= 2 iL 。 卜 /(w)(w —%)” dw (2 — 七;严 

=繁 iLf /(w)(w — 广 1 dw (^r 

= 2 ov f(xv)(w — ^o)~ B_1 dw(z — z Q ) n 

„±^i 1切-: 0 1 =〆 


| w _* 0 l=〆 


f(xv) (w — z Q )~ n ~ 1 dxv<iz — z Q ) n 


= X ) 之一 z o ) rt ， 

n = —— 1 

其中 

a n = fizv)Czv — z 0 )~ n ~ 1 dxv . (4. 3) 

Z 冗 lj | w—: 0 l =〆 

我们注意到 （4. 3) 式中的积分与 〆 e ( r ， i « 的选取无关.利用变换 w = 
和幂级数理论容易 知道： ^ aAz ~ z 0 r 在 k — zj > r } 上收 

之 — z o «=-i 

敛. 

最后我们得到，当及）时， 

-|-oo -—oo 

f ( z )= — z 0 y + 2 a„o — z 0 y 

n = 0 n=—] 

= 2 a ”( z — 之 0)' 

n= 一 co 

这说明 /(=) 在圆环区域 1 )(： 2 。，广，及）内可以展开为 Laurent 级数. 
综合以上讨论，我们得到以下 结果： 

定理 函数 / U ) 在圆环区域 ZXa ，/*，^) 内解析的充分必要条件 
是 /( sO 可在上展开为关于 ( js ：— 2 ：。）的 Laurent 级数. 

另外由于 Laurent 级数在 ZHa ,/*，/?) 上是内闭一致收敛性的，因 
此在圆周 I 上可逐项积分，其中 r < r ，< R . 利用此则不难证 
明函数的 Laurent 级数展开式（简称 Laurent 展式）是唯 一的. 证明的 
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细节留给读者. 

需要说明的是圆环区域 ZX %， r ， 幻与圆盘/>匕。，及)是有本质区别 
的.前者内部有洞，因而允许函数在圆心的邻域上出现奇异性 . Laurent 
级数是研究这种奇异性的基本工具. 

下面是两个求 Laurent 展式的例. 

例 1 求 e 士在0< |z | < + oo 的 Laurent 展式. 

解在的圆环乃(0,0,+00)=/)。（0,+^)内解析，因而在其上 
有 Laurent 展式. 而利用 






-z 


得 e * 在 2 = 0处的 Laurent 展式为 

^ n ] 

展式中“。=1是 Laurent 级数的正则部分，其余是主部. 

例2求 

/Y 、 — 一 之 2 + (4 + 2i)z 一 2i 
八 Z) = 咖 + i)(x- 2) ~~ 

在 U |0< k |< l }， U | l <| H <2}* U | k |>2} 的 Laurent 展式. 

解因为 / U ) 在圆环 U |0< k |< l }，{ z | l <| z |<2}* U | U |> 
2 }上解析，我们在这些区域上分别讨论 / U ) 的 Laurent 展开. 

由于 

/U) = " 

因此，当 0< U |<1 时， 

f ( 之 ）—~ — 專 • 
z 1 


z z + i z — 2 


1 






z 




z 


n=Q 


2 


s 

nsQ 


Z 


当 1<IH<2 时， 


f(z)= —— 一 —— 
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1 


士 — 3S (— D ， —这 


z 


n —0 




当 kl >2 时， 


/ ⑴ =7 —f 


1 + 7 屮一 t 


1 丁 … ： n-l 

士 — 3S(— i) n 7+ S 


2 n 


71 = 0 


71 = 0 


z 


n+1 ， 


现在设/(幻在⑴的空心邻域|^>丄1上解析.作 


变元代换并令 


g ( rv ) 


zv 


则发(加）在 A (0， e ) 上解析.设其 Laurent 展开为 

十 GO +CO 十 OQ 

= X) anV ° n = 2 anV ° n + A ， 

n=~<x> n = 0 n= 1 

其中乏]〜以为正则部分，为主部.换回变元2：得 

n=0 n=l W 

+°° - 十 oo 

/( Z ) = + 

n= 0 «=1 

我们称上述展式为 /<>) 在处的 Laurent 展式. 由于正则部分变为正 
则部分，主部变为主部，我们自然地称^ Un \为 f (^)在 00 的 Laurent 

H = 0 Z 

展式的正则部分.值得注意的是它在 z = 也是解析的.而 f 称 

71 = 1 ' 

为 oo 处 Laurent 展式的 主部. 

例如在上面的例1中， e * 在 z ==0 和 2 ：== oo 处的 Laurent 展式是相 
同的•但从2=00来看，其仅有正则部分，特别地其在2 = 00是解析的. 
在上面例2中，当 k |>2 时，则函数的展式可作为它在 z = 处的 
Laurent 展式•这时 /0) 的展式中仅有正则部分，无主部. 
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§4.2 孤立奇点的分类 

如果函数 / G ) 在&的空心邻域上解析，即存在 e >0, 使 / U ) 在 
ZWA ， e ) 上解析，则^称为 /( 幻的孤立奇点.如果存在私>0,使得 
/ G ) 在 C — D (0, 尺) 上解析，则称⑺是 /(=) 的一个孤立奇点.例如任何 
整函数都以 oo 为孤立奇点. 

例 1如果 /( z )= e +， 则0和 oo 都是 /( z ) 的孤立奇点. 

例 2 令 /( 幻=一\，试证;^和 oo 是 /( 幻的孤立奇点，而 0 不 

sin —— 
z 

是/(2)的孤立奇点. 

证明由 Euler 公式得 

, e u — e— ia: 

因此 sin 2： = 0 必须 = e 2 U = l •设 

e 2w = e ~ Zy e 2lx = e _2; y ( cos 2 x + isin 2 x ). 

所以 e 2lz = l 必须 e 2 y = l ，而 cos 2 jt = 1， sin 2 jr = 0. 于是得}=0，而 x = 

务 7 c •即 sin ^ = 0 则必须 z = kn . 因此对于函数 f ( z ) = 一是/(^) 

sin — 

. z 

的孤立奇点 • 但々—+〜时，0,因此0不是孤立奇点. 

显然是 / O ) 的孤立奇点. 

如果 ^ ec 是/(幻的孤立奇点，上一节我们证明了 /( z ) 可在 a 
的邻域上展开为 Laurent 级数： 

+oo 

X ) a n^ Z — 2 。)' 

flss—OO 

此时必存在 r >0 使得上述 Laurent 展式的收敛域为 

D ( z 0 yO v r ) = {之|0< \z — z 0 \ < r }. 

类似于利用幂级数研究解析函数的局部性质，这里我们希望利用 
Laurent 级数讨论/( 2 )在孤立奇点 ar 。 的邻域上的 性质. 为此我们首先 
给出下面的定义. 
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定义设 A 是 /( 幻的孤立奇点. 

(1) 如果存在 cec 使得函数 

f /( z ) ， Z 年 Z Q , 
lc ， 2： — 2： o , 

在 A 的邻域上解析，则称 /( Z ) 可解析开拓到 Z 。 处，并称 A 为, / G ) 的 

可去奇点； 

(2) 如果 / Q ) 不能解析开 拓到〜 处，但^可解析开拓到则 
称为 /( z ) 的极点； 

(3) 如果^既不是 /( 幻的可去奇点，也不是 /( r ) 的极点，则称^ 

为 / U ) 的本性奇点. 

例 3设由于2 = 0是 5 士的零点，因此在2 = 0的邻 

域上， sinz 可表为 sins ： = 2：/ i (2：)， 其中 A (2：) 解析.所以如果补充定义 
/(0) = MO ) ，则 / U ) 在 z = 0 的邻域上解析.因此2 = 0是/(^)的可去 
奇点. 

现设/0) = +，贝 IJ 2 = 0是 /(=) 的极点. 

再设 f ( z ) = sin 由于当是一+⑷时，/ — 0,而 

/( 2klz \ lz/2 ) —1，/ (幻不 能连续开拓到2 = 0,因而也不能解析开拓到 

2 = 0. 同理，^也不能解析开拓到 2 = 0. 从而2 = 0是 / U ) 的本性奇 
点. 

对于可去奇点，我们有下面的定理. 

定理1设❿是 /( 幻的孤立奇点，则下面的条件 等价： 

(1) 2。是/(2)的可去奇点； 

(2) lim / O ) 在 C 中 存在； 

(3) /( 幻在〜 的邻域上 有界； 

(4) / U ) 在 2 ：。的 Laurent 展式的主部为零. 

证明 （1)3(2): 如果 /(=) 可解析开拓到 z 。， 显然 lim / U ) 在 C 

^ 2 0 

中有极限. 
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(2) =>(3)：显然. 

+ 00 

(3) =>(4)；设/(之）= ； g 。）" 是 / O ) 在 a 的 Laurent 展 

ff SE —oo 

式，取 e 充分小，则 

_ Lf /(议） 1 

a " - 2 丌 ij i«,- 2o i= e (xv — z o y +1 w， 

现设 / u ) 在％的空心邻域上有界，即存在 m > o 及札>0,当 
£) 0 0。，5。)时， |/0 r ) j < M ，则当 W >1 时， 

la -" l < y,_ 0( = e ^ ds = M,e "- 

令6~^0,得 a-n = 0. 这说明了 /(^)的 Laurent 展式中主部为零. 

(4) =>(1)；在 (4) 的条件下 ，/ U ) 在〜 的邻域上可展为 

+ oo 

/O) = ^a n (z — z 0 ) n . 

«— 0 

这说明 /( d 可在 A 的领域展开为幂级数，因此它在 A 的邻域内解析. 
证毕. 

对于极点我们有下面的定理. 

定理2设以是 / G ) 的孤立奇点，则下面条件 等价： 

(1) %是 / U ) 的极点； 

(2) zo 是的 零点； 

(3) lim /(2) = oo ; 

(4) / U ) 在 2 。处 Laurent 展式的主部中有且仅有有限项不为零. 
证明 （1)^(2): 由于可解析开拓到％，从而由定理1知 

Jim C + 雜軸 f / O 坏酶槪細之。， Silt 必嗜 

(2) =>(3)：显然. 

( 3 ) =^( 4 ):由&^/(幻=⑺，我们得到別是_的孤立零点.设其 
是 m 阶零点，则在&邻域可展开为 
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= (z — z 0 ^) m ^b n (z — z 0 Y = (z — z 0 ^) m g(z) 
J ^ n ^0 

其中 gU ) 在 z 。 的邻域内解析且处处不为零.因此 


f(z) 


{z — z 0 ) m g(z) f 


1 


由于+在2。的邻域内解析，我们有 


g ( z ) 


g(z) 


Co + C 1 (z — Z 0 ) + 


其中 c 。 关 0 .从而推出 


f(z) = 


(z -z 0 r + (^: 广 : 1 + 


而 Laurent 展式是唯一的，上式就是 /( z ) 在处的 Laurent 展式. 
(4)^>(1):设/( 2 ：)在 A 处 Laurent 展式的主部为 


_ 江 一 m _ d—m + 1 j I “ 一 1 

O — 之 0 ) m (z — 之 0 ) w_1 (z — z 0 ) 

其中乒0,则 

O — z 0 ) m f(z) = giz) 

在 A 处解析，且 〆 Zo )#0. 因此 


/( 之 ） = 


(z _ Z 0 ) m 


• g(.z) 


不能解析开拓到 A ， 但 


1 _ O — ^ o) CT 

/ O ) g ( z ^) 

可解析开拓到2。，即％是 / U ) 的极点.证毕. 

由定理2的证明我们可以看出，如果点2。是 /(d 的极点，则 /( Z ) 
在 A 的邻域可展成 

(z - z 0 r 十 （之一之。广 1 十 十 （之 一 々） 十 u ; ' 

其中关 0. 这时 m 称为 / u ) 在处的极点的阶，或称^是 / u ) 的 
m 阶 极点. 从定理2的证明我们同时知道^是 / U ) 的 m 阶极点等价 
于 / U ) 在 A 的邻域上可表为 
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f ( z ) 


O — A ) m ， 


其中在的邻域上解析且 g (2 o )#0. 由此得知 2 。是 / O ) 的 m 阶 

极点的充分必要条 件是以 是的 m 阶零点. 

对于本性奇点，由上面定理1和定理2 得： 

定理3 设 A 是 /Or) 的孤立奇点，则下面条件 等价： 

(1) ^是 / U ) 的本性奇点； 

(2) 1丨01/(幻在€= CU { m } 中不 存在； 

(3) /( 2 ：)在 a 的 Laurent 展式中主部有无穷多项不为零. 

+ 00 

如果々是 /( Z ) 的本性奇点 ，/ U )= D aAz ^ Zo y ^ /( z ) 在之。 

—-oo 

处的 Laurent 展式. 由于其主部有无穷多项不为零，而主部是 C 一 U 。} 


上的解析函数，因此如果对这部分考虑坐标变换 w = 


，并令 


giw) = ^a- n vu\ 

> 7 = } 

则笑 ( W ) 是 C 上的超越整 函数. 所以本性奇点的讨论与超越整函数在 
无穷远的邻域上性质的讨论是相同的.例如我们同样有下面的 
Weierstrass 定理. 

定理 4( Weierstrass 定理） 如 果&是 /( 幻的本性奇点，则 V e > 
0，/(1)。(2。， £ ))都是 C 中的稠密 子集. 

证明 由定义集合 /( A ^ ak )) 在 C 中稠密等价于7(万 Q Uo ,0) 
= C . 如果此结论不成立，则存在， 6 C — 7( 万 o (> o ， e )). 但是我们知道 
C —/( A ^^ e )) 是开集，因而存在《>0,使得 

Ddz^d) f| /CD 0 (z 0 ， e)) = 0. 

令 


贫 （之） 


I 尽 ⑴ I 


/( 之 ) —— 之 * ’ 

而 ) 丄―^丨 


因此发 U ) 在 A 邻域上有界，由定理1得^是发⑴的可去奇点.而由于 
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所以 A 只能是 /U) 的可去奇点或极点.此矛盾便证明了定理. 

Weierstrass 定理表明，如果是 /U) 的本性奇点，则对任意 
C ，在 A 任意小的空心邻域1)。0^。，£)内存在序列使得 f ( zj — 
Picard 证明了更进一步的 结果： 如果％是 /&) 的本性奇点，则 
/( 幻在❽的任意小的空心邻域 A>(^，e) 内能取到任意复数，最多可能 
有一个点 a ec 是例外. 

定理 5( Picard 大定理） 设％ 是/(幻的本性奇点， /U) 在 A( a ， 
尺）上解析，则对任意给定的 0<e< 尺 ，集合 C 一 /(A)(z 0 ，e)) 中最多包 
含一个点. 


从 Picard 大定理 推出： 除了可能存在一个例外的点外，对于 
任意 C— {«} ，存在序列‘―之。，使得 f ( z „)= W , 

Picard 大定理的证明可参阅文献 [7]. 

例 4令 /0)= e* ，则2 = 0是/(2)的本性奇点，<2 = 0为/(2：)的 
例外值. 

如果⑺是 /(z) 的孤立奇点，设 /(z) 在 oo 处的 Laurent 展式为 


/( 之 ）= 2“〆 + X) a 


2 T 


则由上面奇点的分类知〜>是/( 2 )可去奇点等价于 f = 这时 

«=1 

lim /( 2 r )= a 0 可定义为 / U ) 在 oo 处的值. 00 是极点等价于中仅 

H = 1 

有有限项不为零.〜是本性奇点等价于中有无穷多项不为零. 
如果/(幻是整函数，则 / Or ) 在 z = 0 处的幂级数展幵式 

+ oo 

f(z) = ^a n z n 

就是 / U ) 在 2 ： = oo 处的 Laurent 展式.因此如果将 2 = 00 作为/( 2 )的 
孤立奇点，则我们有以下的 分类： ％是可去奇点当且仅当 /( z ) 为常 
数; oo 是极点当且仅当 / U ) 是次数大于零的多 项式; oo 是 / Q ) 的本性 
奇点当且仅当 /( 幻是超越整函数. 
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例5 证明： （1) 00 是 sinz 的本性奇点； 

(2) sins 无 Picard 例外值， S 卩对于任意复数方程 sinz 
在 C 中有无穷多解. 

证明 由 sinz 的幂级数展开式 

^3 5 产+1> 

simr ^ z - ~ ^ -+ (- l) n ^ + ••• 

3! 5! 丁 丁 (2 w + 1)! ^ 


得 oo 是 sinz 的本性 奇点. 而对于任意复数 aeC ， 方程 sin ^ = a 利用 
Euler 公式可表为 


e lg - e~ is 
~ 2\ ~ = 


即 ( e iz ) 2 —2 iae iz —1=0. 解得 


e lz = ia 士 ^/l ~-—~ a 2 , 

由于 ia ± VY — a 2 7^0 ，因此取 K ， 使得 

e 工 =|ia 士 V 1 a 2 \ ， y = arg(kz 士 V 1 — a 2 ). 

则当 z = x + iy 时， e 2 = ia 士 Vl — a 2 ，从而得 sinz = a 有解. 又由于 
& m{z + 2 n ) = sirur ， 因而 sinz = a 有无穷 多解. 

利用奇点的分类，容易给出 C 到自身的全纯自同胚. 

定理 6 /: C — C 为全纯自同胚的充分必要条件是 / G ) 可表示 
为/(2) 其中 aC , a ^0. 

证明设/: C — C 为全纯自同胚，则 /( 幻是整函数.因此 OO 是其 
孤立奇点.若 m 是 / U ) 的可去奇点，则易知 / O ) 在 C 上有界，从而它 
是一个常数 • 这与 / a ) 是同胚 矛盾. 如果〜是 / U ) 的本性奇点，由 
Weierstrass 定理知，对任意比。6 C ，存在序列 } ，使得 a — ⑴，而 
f ( Zn ' y -^ Wo * 由于/ : C — C 是同胚，因此存在 2： o € C ，使得 f ( Zo )= ZV 0 . 
这时 将々 的邻域?7 —一地映满了功。的一个邻域 V . 而当《 
充分大时，但矛盾.因此 oo 只能是 /(=) 的极点.设 
/ O ) = a n z n + P 71-1 + …+ a 0 ， 

其中 a „^0, w > l . 如果，则由代数学基本定理知 /( 幻是《对1的 
映射，因而也不能是 同胚. 因此必有 w = l ， 即/ { z )= az ~\~ b , 

反之，如果/化）=似+心其中 a 关0,显然/: C — C 为全纯自同 
胚.证毕. 
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§4.3 亚纯函数 

设 A 是函数 / U ) 的极点，我们知道这时 lim / U )= 如果定义 
/( A ) = oo , 则 / Or ) 可看做 z 。 的邻域到扩充复平面 C = C U { m } 的映 

射. &于 jfe 在 A 处解析，所 w 了是以 的邻域到 i 的解析映射 • 如果 

我们将扩充复平面作为映射的值域，则 / a ) 可解析幵拓到对于这 
类函数，我们给出下面的定义. 

定义设 D 为 C 中的区域， / G ) 是 D 上的函数.若 /( Z ) 在 D 内除 
了可能有极点外处处解析，则称 fiz ) 为 n 上的亚纯函数. 

由定义知，任何解析函数都是亚纯函数•若 / u ) 是 n 上的亚纯函 
数，则 v 或者 /( d 在々的邻域解析，或者 a 是 / u ) 的极点. 

如果我们将解析函数看做复平面中区域到复平面中区域的解析映 
射，则亚纯函数又可定义为扩充复平面中区域打到扩充复平面且不恒 
为％的解析映射. 

例1 z 的多项式可看做 c 上的解析函数，而％的有理函数则可看 
做 c 上的亚纯函数 • 这两种函数都可看做$上的亚纯函数. 

例 2函数/00 = -^是 C —{0} 上的亚纯 函数. 由于2 = 0不 

sin —— 
z 

是/(2)的孤立奇点，而 oo 是/(2：)的本性奇点，因此 /( J 2：) 不是 C 上的亚 
纯函数， 

由亚纯函数的定义不难看岀，对于区域内的两个亚纯函数/和 
心函数/士。(尽吴 0) 仍然是亚纯 函数. 因此如果以 / n 02) 表示 D 

上的亚纯函数全体，则 m ( fi ) 是一个域，我们称其为 D 的亚纯函数域. 
对亚纯函数同样有唯一性定理. 

定理1设/和 g 都是区域 D 上的亚纯函数•如果存在中的序 
列使得，且 {〜} 在/2内有极限点，则 f ( z )= g ( z) t 
证明留给读者. 
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思 考题： 对于在区域 D 内除去一些孤立奇点外处处解析的函数， 
上面的唯一性定理是否仍成立？ 

设 /*>) 是区域 D 上的亚纯函数.由于 / U ) 的极点都是孤立的，因 
此对 D 中任意紧集 K ，/ U ) 在 K 中至多有有限个极点.如果 / U ) 在 D 
中有无穷多个极点时，则可将这些极点排为一序列 U n }， 并且序列 
在 >0内无极限点. 

另一方面，如果 / U ) 和都是 D 上的亚纯函数，有相同的极 
点，且在极点处 Laurent 展式的主部都相同，则 f (z) — £(50 在上全 
纯•这说明在不计全纯函数的意义下，一个亚纯函数由其极点和极点处 
Laurent 展式的主部唯一确定. 

因此关于亚纯函数，我们有以下的存在问题•设 UJ 是区域中给 
定的序列，集合在 O 内无极限点.再设 

a„, a n a n m 

L n ( z ) = - + - ---7十.，• + 7- 

Z — z n (z — z n y {z — z„) m ” 

是给定的函数 .问： 是否存在 D 上的亚纯函数 /( Z ) ，使得 /( Z ) 的极点 
为 {'} ，且在每一点 A 处，/0) 在〜处 Laurent 展式的主部为 L„(z)? 
这一问题称为 Mittag-Leffler 问题. 对于 C 中的区域，这一问题的答案 
是肯定的.下面我们仅以 C 为例说明证明的基本思想. 

定理 2( Mittag-Leffler 定理） 设 {'} 是 C 中给定的一个两两不 
等的点列 ， lim .设对每一个〜，给定 

” 一 ► + oo 

则存在 C 上的亚纯函数 / G ) ，使得 / U ) 的极点集为 {〜} ，且 / G ) 在％ 
处 Laurent 展式的主部为 L„(z). 

M 证明 为使符号简单，不妨设{^，2 2 ,…，& iJCIZKO ，”） ，而 m^n 

+ oo 

取一'序列 {a n } ，使 a„>0, y^a n < + °°. 设对 A ，2：2，… ，A-i 已取到 

«= 1 

多项式 PAz) ，尸 2 (2)，… JhU ) ，使 

max < \L k {z) —尸 〆 z ) | } < a *，k = l ,2, — ,n — 1. 

z^D(. 0 ,k) 






§4.3 亚纯函数 135 


由于2„$£»(0，”），夂(2)在1)(0，《)的邻域上解析，从而 L „( z ) 在 z = 0 
展开的幂级数在 / XO ， w ) 上一致收敛于 L n ( z ). 因此在 ZXO ，《) 可 
用多项式一致 逼近. 因而可取多项式 PAz ) ，使得 

max - P n Czy \}< 

*6 D (0， n ) 

由此得一列多项式{尸„(2) }. 

+ °° n — 1 

令 f ( z )= 2 [^ Lkiz ) — Pk { z )~\. 对任意 rz ， 2 [/^0)—尸*0)]在€ 

*=i d=i 

上亚纯，以 Z \ jZ 2 j ， z n - i 为极点，并且在 2 ：, 处 Laurent 展式的主部为 
Z > rO ) ，其中2 = 1,2,…，? 2 — 1_ 而在 Z )(0， w ) 上，由 

十 00 +oo 

2 14^0) — Pkiz) | < D &， 

*=n k=n 

+ oo 

根据控制收敛定理，— hU )] 在 D (0， n ) 上一致收敛，因而解 

k = n 

析 ./ G ) 满足所需条件.证毕. 

如果以扩充复平面 七代替 C ，由于 C 是紧的，利用最大模原理不难 
看出其上全纯函数都是 常数. 因此"^上亚纯函数由其极点和极点处 
Laurent 展式的主部在差一常数的意义下唯一确定.另外，由于 c 是紧 
的，其上 亚纯& 数只能有有限个极点•利用此，我们有以下的结论. 

定理3 C 上的亚纯函数都是有理函数. 

证明设/(幻是 C 上的亚纯函数，々，々，…， q，oo 为 / O ) 的所有 
极点，而 


L k ( z ) 


a kt a k a k 

―+ — — — H _ h- - 上 — 

z — Z k (Z — Z k y O—— Z k ) m t 


(k = 1,2,-,/), 


— b x z + b 2 z 2 + ••- + b m z m 

分别为 / U ) 在; ^ ， z 2 ，…， zt 和 oo 处 Laurent 展式的主部，则 

i 

/(2) — ^ L k ( 2 ：) — Kz ) 

是$上的全纯函数，因而是常数.设其为 c ，得 

I 

/(^) = c + LooO) + Dl*0). 

于是得 / U ) 是有理函数.证毕. 
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另外，有理函数 


PCz) __ a 0 z n + a x z n ^ x + *»* + a n 
QCz) = 方 ，+ 办， - 1 + … ~+b m 

当然是 C 上的亚纯函数.上面证明表明 gg 可表示为 


PM 

QCz) 



= c + + …+ b m z m + 2 S 

4 = 1 i ®=1 


( n ) 1 . 


这一分解称为有理函数的部分分式分解.在微积分中讨论有理函数的 
不定积分时我们曾用这一关系式来证明有理函数的不定积分都是初等 
函数，因而在理论上可以积出. 

利用定理3,我们容易给出扩充复平面 I 的全纯自同胚群. 


推论1 /: C—C 是全纯自同胚的充分必要条件是 / a ) 为一分 


式线性变换. _ _ 

证明如果/: I — 忑是全纯自同胚，则 / U ) 可看做$上的亚纯 


函数，因而为有理函数•设/(幻=|^，但如果多项式 PU ) 或 QU ) 的 
阶大于1，则 /( z ) 不是 ■映射.这与它是自同胚矛盾.所以 / O ) 为一 


分式线性变换. 

反之，分式线性变换显然是 "^的 全纯自同胚.证毕. 


从另一个角度，定理3表明 C 上的亚纯函数域 C ( z ). 这 
里 COO 表示变量 z 的有理函数域，其是变量 z 的多项式环的商域.类 
比于此，关于整函数和亚纯函数的另一个基本问 题是： 如果以 A ( fi ) 表 
示区域上的解析函数全体，则有关系但 A ⑴)是一整 
环，其商域是 mCfi ) 的子域，那么这一商域是否就是即是否上 
任一亚纯函数都可表示为 D 上两个解析函数的商？要回答这一问题， 
需要解决下面一个关于解析函数的存在问题. 

Cousin 问题2①设 {〜} 是区域 D 中给定的序列，且在内无 
极限点，并设是给定的正整数列 ，问： 是否存在区域 fi 上的解析 
函数 / G )， 使得 /( z ) 以序列 {〜} 为其零点，且 /( z ) 在 a 处零点的阶数 
为 m/l 


① Mittag-Leffler 问题一般也称为 Cousin 问應 1. 
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对于复平面 C，Cmi S in 问题2是可解的，对此我 们有： 

定理4 设是一给定的序列 ， lim a = ⑺， {m„} 是给定的正整 

杓一^+00 

数列，则存在 C 上的解析函数 /U)， 使得 /U) 以序列 {〜} 为其零点，且 
/O) 在 A 处零点的阶数为 

由于这一定理的证明需要利用无穷乘积，这里就不再讨论了，有兴 
趣的读者可参阅文献 [7]. 我们希望利用这一定理给出 C 上解析函数 
与亚纯函数之间的关系. 

推论 2如果〆幻是 C 上的亚纯函数，则存在 C 上解析函数 /( 幻 
和 h ( Z ) ， 使得 g { z 、= 

证明 设心为 gU ) 的极点，为 gU) 在〜处极点的阶，则 
lim 〜 = oo. 由定理 3 知存在 C 上解析函数 AU)， 使得；为 A0^) 的零 

n-** +oo 

点，为 AU) 在&处零点 的阶. 因此 AU)^2) 在 C 上解析.令/(2)= 
/K 幻即可.证毕. 


习题四 


1. 求下列函数在指定区域内的 Laurent 展式. 

⑴ /(z)= ( 2 - Z ) 3 (&-i) ,kl< i > T <ul<2,2<|2|<+00 - 

⑵ /(s:)= uy4+i) ,0<k_i|<1 - 

2. 求 cos 在 — 1 处的 Laurent 展式. 

3. 设/⑴在圆环区域 k|r<k— 々|<穴}上解析，证明 /O) 在其 
上的 Laurent 展式是唯一的. 

4 •设〆=)是在区域 D 上不恒为零的解析函数， /U ) 在的零 
点以外解析，且/(幻有界， 证明： /O) 可开拓为 D 上的解析函数. 

5 •问： ^^sin 士在 f 上有什么样的奇点？ 

6•设/(幻在圆环 0< r < U — 々|< 及 < + oo 上解析，在闭圆环 
lz ~ zol < R 上连续，且V托[0,2兀），/(你旧+之 0 ) = 0，证明 fCz ) = O t 
7 •设 / U)，gU) 都是 C 上的亚纯函数，并且满足 I/U) 丨< 
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k(z)| ， 证明： 存在常数 C, 使得 /U)=C^O). 

8. 证明： 环形区域 ZX0,0 ， 1) 与 Z)(0 ， r ， /?) 不解析同胚，其中 0< 
r < R . 

9. 区域 D 上的函数 /U) 如果满足尸 (z) 和尸 (2) 都在 Z) 上解析， 
证明 /U) 在 £) 上解析 . 

10. 如果 2 。是 /(Z) 的极点 ，问： 2 。是 e /w 的什么奇点？ 

11• 设 /( 幻是 C 上仅有孤立奇点的函数 ， g(z) 是 C 上不为常数的 
亚纯函数，如果 g[/(z)] 在 C 上亚纯，证 明： /(d 在 C 亚纯 . 

12• 设 z = l 是 /( 幻在 C 上唯一的一阶极点， /U) 无其他奇点，且 

+ oo +00 

/U)= 证明： 乏 >〆 在圆周 H =1 上处处发散，而 lirn a n 

n = 0 n==0 n~» + oo 

收敛. 

13. 设 /(=) 是整函数•如果其将任意无界的集合映为无界的集 
合 , 证明： /G) 是多项式 . 

14. 设 /U) 在 0<k|< + oo 上解析 • 如果存在 C,0<|a|< 
1 ，使得 fM=zf(az^> ，证 明： 或者 /( ： ? ： ) 三 0, 或者 0 和 oo 都是 /O ) 的 
本性奇点 . 

15. 证明： C 上的解析函数 /CO 为超越整函数的充分必要条件是 
对任意常数《 >0 ， 


max |/( z ) | 
lim —— = 0. 

广 + + oo T 

16. 设 / U ) 是上半平面//上的亚纯函数，在只连续，在实轴上 
i / G ) 丨=1且沿实轴有 lim I / Or ) 1 = 1， 证明： / G ) 是有理函数. 

x—►ioo 

m 试用 Picard 大定理 证明： 如果整函数 / U ) 满足 / U ) 为实数 
当且仅当2为实数，则/00=似+6,其中是实数. 

•问： 解析函数的唯一性定理对亚纯函数是否成立？对仅有孤 
立奇点的函数是否 f 立？成立请证明，不成立请给一反例. 

19. 设 / U ) 是 C 上亚纯函数， 证明： / Or ) 在 C 上的零点的个数与 
极点的个数相同(零点、极点都按重数计). 

20. (1) 设 / O ) 在圆环区域 r <| 5 r _々|<72 <+oo 上解析，证明其 
Laurent 展式可逐项求导 •问： / O ) 在什么条件下有原函数？ 
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(2) 设 /U) 在 kl> 及上 解析且 m 为其可去奇点 ，问： /G) 是否有 
原函数？ 

21, 对单位圆盘证明 Mittag-Leffler 定理，目卩：设 {=„} 是单位圆盘 
中任意序列，在单位圆盘内无极限点， h 是在 A 处给定的 Laurent 展 
式的主部，则存在单位圆盘上亚纯函数，使其以 {〜} 为极点， h 为其在 

处 Laurent 展式的主部. 

22. 设/(幻是区域 D 上的亚纯函数.如果 /O0 关$， 证明： 存在 


D 上解析函数 hdz ) ，发( 2 )，使得= 

23.设 / U )=^+ it ； 是 C 上的亚纯函数，且存在常数 C 使得 
C ， 证明： /( 幻是常数. 

*24. 证明： （4 -丨 f 厂二 1 — 〒 • 

\ SlIlJ^ / n= •—oo ( 2 ^ 7C72 ) 

25. 求 C 上所有满足 k|=l 时 |/( z)|=l 的亚纯函数. 

26. (1) 问： C 的什么样的全纯自同胚保持 C 的欧氏度量山 2 = 

1心| 2 不变？ _ 

(2) 问： 扩充复平面 C 的什么样的全纯自同胚保持 C 的球度量 


ds 2 = 


4 I djg 1 2 

( 1+1 之 I 2 ) 2 


不变? 



第五章留 数 


第四章我们利用 Laurent 级数讨论了有孤立奇点的函数在孤立奇 
点邻域上的性质.这章中我们将利用积分表示来研究这些函数.我们的 
问题是怎样将 Cauchy 定理和 Cauchy 公式推广到这些有孤立奇点的 
函数上，并且由此能够得到一些什么样的结论？我们将首先引进留数. 
留数是复变函数理论中的一个基本概念，它有着许多的应用.在本章中 
我们将对它进行系统的介绍. ' 

§5.1 留数的概念与计算 

为了将 Cauchy 定理和 Cauchy 公式推广到有孤立奇点的函数上， 
我们先从局部开始讨论.设 A 是函数 /( 幻的孤立奇点，即存在一去心 
圆盘认(&，尺），使得 / U ) 在 A » U 。， 幻上 解析.这时对中任 
一条可求长简单闭曲线厂，当 r 内部不含 ☆时 ，由 Cauchy 定理得 

|^/(z)d2 ： = 0, 

但如果^ 位于 r 的内部，上面积分可能不为零，对此我们有 

f(z)dz = f(z)dz, 

J r J k—* 0 1 = ^ 

其中 0< p < R 为任意常数.因此当考虑函数 /(=) 在1>。(〜，及）中的闭 
路积分时，我们仅需考虑形如 f /匕)心的积分即可. 

J \z—z Q \^p 

将 / U ) 在上展成 Laurent 级数 

+如 

f(z) = 2 a n( z — 之 0 )' 

«= 一 CO 

由于 Laurent 级数在圆周 \ z ~ z 0 \ = p 上一致收敛，从而可逐项积分，而 
由 
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得 


1 ' dz _ 1 1， 

2^i. \z—a\>=r a)” 10 > 


n — 1, 

1 9 


0 < r <+ oo, 



f { z)dz = (2_!. 


人们经过一些深入的研究,发现以上的积分有着重要的性质以及许多 
的应用.因此引入了以下的 概念： 

定义设 / U) 在 A>( q ，/2) 内解析，即&是 /G) 的一个孤立奇 
点.函数 / U) 在 a 处的留数，记作 Res ( f 9 z 0 ) ，定义为 


Res (/， 之 0 ) = 士 f ( z ) dz , 

其中 0< p < R . 

当 oo 为 / u ) 的孤立奇点，即存在穴 >0, 使得 /( z ) 在 c - dcoVr ) 
上解析，则 /U) 在^处的留数记作 R es (/，oo)， 定义为 


Res (/， oo ) 





„=/ (z)dz9 


其中 R <. p < + oo , 

从留数的定义知，当有限复数 A 为 /(Z) 的孤立奇点时， /G) 在 A 


处的留数即为 /(Z) 在2。附近的 Laurent 展式中 一 -一的系数而当 

Z — Zq 

-f-oo 

之 0 = 00时，设 /O) 在 z = oo 处的 Laurent 展式为/0)=乏] a „ z n ,^)1 

一 oo 

Res (/， oo ) = — a- u 

值得注意的是当 oo 是/(2)的可去奇点时， R es (/， ⑺) 可以不为 o. 
例如/( 2) = 士在的留数 为一： I. 

下面我们先来讨论一些简单的留数计算 问题. 一般说来，我们可以 
通过直接积分或将函数展成 Laurent 级数来求 留数. 但当 z 0 爹 oo 为 
/(幻的阶极点时， /( z) 在2。处的留数可由下述公式得到： 

Res(/ ^ o) = c^t-di 1™ 之 — ^r/czn C5.D 

特别地，当 Z = Z Q 为 /U> 的一阶极点时，我们有 
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Res(/ ， 之 0 ) = lim(z — z 0 )f(z). 

z ^ x o 

事实上，当 2 = A 为 /( 幻的 m 阶极点时，在 A 的邻域内我们有 

’⑴⑸， 

其中 gO) 在2：。解析•设 《O) 在2。的 Taylor 展式为 

+ OQ 

g(z) = 2 —g (n) (z 0 )<iz — z 0 )\ 

« »= 0 • 

代入 (5. 3) 式，我们就可以看出 


(5.2) 

(5.3) 


Res(/^ 0 ) = (w 1 1；)| ^ <M_1) Uo), 

此即为 (5.1) 式. 

若/(2)可写成古0，少(2：。）= 0，〆 U。） 古0,则由 （5. 2) 式 
得 


例1 


如果 /G) 在 


Res 
z = 


^0的邻域解析，则 


(5.4) 


Res 


/⑴ 
之 —z 0 


，之0 = f (之0乂 


利用上面关于函数在孤立奇点邻域上闭路积分的讨论，我们希望 
用留数来描述仅有孤立奇点的函数在区域上一般闭路的积分.对此我 
们有下面在理论和实际应用中都非常有用的留数定理. 

定理 1( 留数定理）设 D 是 t 中以有限条逐段光滑曲线为边界的 
区域， oo 任…，；2：„ 位于 n 的内部，再设 /"(Z) 在 D 内除去 q， 
•22,…，外解析，在15上除去2^，心，…， A 外连续，则 

广 

fiz)dz = 2 Ki ^] Res (/， a ). 

J 90 k=i 

证明下面仅以是 C 中有界区域为例给出证明.取 r >0 充分 
小，在 D 内作以☆0& = 1,2,“*，《)为圆心，厂为半径的圆盘£>0 ( ^),使 
得均位于 Q 内且两两互不交.由 Cauchy 定理及留数定义得 

f{z)&z = fMdz — 2?ri VRes(/,s：*). 

Jafl gj k _ %l=r ^ 





定理证毕. 

如果考虑到 zGfi — …， U 时， Res (/ c )=0 .上面的留数定 
理也可表示为 

fiz^dz — 2tci y^Res (f y z). 

J 80 z^a 

在留数定理中，如果假定 /( d 在 D 上解析，则 / U ) 的留数处处为 
零，于是得 Cauchy 定理； 如果假定 / U ) = ^ ■，其中在上解 

Z —— Zq 

析，而之。6仏则 27 ci y ^ Res (/ 9 z ) = 2 mg ( z 0 ) ，留数定理就是 Cauchy 公 

zeo 

式. 因此留数定理是 Cauchy 定理和 Cauchy 公式对仅有孤立奇点的函 
数的推广. 

如果0=1，则其没有边界，或者可以认为它的边界为空集.在这 
种情形下留数定理有以下 形式： 

定理2设函数 /&) 在 C 内除去& ， z 2 ，…， z R 外是解析的，则有 


^Res(f 9 z k ) + Res(/,oo) = o. 

走 =i 

证明 1 取 i ? 充分大，使得 a ，z” …， z„ 均位于圆盘 £ KO ， i ?) 的内 
部.由定理 1 及留数的定义有 

y]Res(f f z k ) = /0)cbr =— Res(/,oo). 

2 thJ i : 卜及 

定理证毕. 

证明 2 取 心 6 C , 使得 /( z ) 在 ZX ^， r ) 的邻域上解析，则由 
Cauchy 定理得 

[ f(z)dz = 0. 

J I * —* 0 l=r 

但另外，对应用留数定理，得 


卜 z 0 h 


f ( z)dz = y ^ t Res(f 9 z k ) 十 Res (/， oo ). 


定理得证. 

下面我们利用例题说明留数计算的一些常用方法. 


例 2令 






f ( z ) 


Cz —— a)(z —— b ) 9 


问： /U) 在 f 上有怎样的奇点？求 /U) 在这些奇点处的留数. 

解当 <27^时 ，/(2T) 有三个孤立奇点心6,00，其中是 /(Z) 的 
一阶极点，°°是 /U) 的本性奇点. 


Res (/，a) 


Res (/，6) 


z —— b 


a — b ， 


z — a I z =b b — a ’ 


Res (/,oo)= — Res(/,a) — Res(/,6) 


a —— b 


(e* — e d ). 


当 a = 6 时 ， z=a 是 /〈z) 的一个二阶极点.我们将 e z 在 z = a 展成 
Taylor 级数 


e * = e a e J 




(z — aY 


C\z — a \ < oo). 


由此得 


Res (/ 9 a ) = e a , Res(/，oo) =— e a . 


例 3 令 / U) = J=7i， 问：/(幻 在 C 上有怎样的奇点？求 /(幻 在 
这些奇点处的留数. 

解/(2)有四个孤立奇点： Z=0，J2：= 土1和2 = 00,其中2=0是 
三阶极点 士1 是一阶极点，而2 = 00是可去奇点.由 


/( 之） 


Z Z 1 一 Z Z Z' 


1> 2 ' 卜 I <1 


Res(_/" ， 0) — 1> 

Res (/，1 ) = lim ~ T 7^~ T ""r = — + ， 

之 —l z 3 {l + z) 2 

Res(/, — 1) = lim 3 ; 1 - ~ = ~~ 

一 i^(l—z) 2 

Res (/ ,oo) =—i++ — 音=_ i . 
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例 4 令 = ' . 1 ，求 Res (/,0). 

z s in 之 

解是 /( Z ) 的三阶极点，但利用求导计算 Res (/，0) 比较复 
杂，因此我们用待定系数法. 

设 /O) 在 z = 0 的 Laurent 展式为 


由 


f ( z ) 


g -3 

之 3 




• • • 


之 2 — 1 


a 


z'- 


3 +与 

Z L 


+ ^ + 
Z 


z 2 ^\nz 



z L 


z 


z'- 


+ 


• • • 


比较对应系数，得 a ~ 3 = — l f a - 2 : =0 ja-i = -~. 因此 Res (/,0) = ~. 

下面我们从原函数的角度对留数作一点说明.设是 C 中单连通 
的区域.如果/( 2 )是 X 2 上的解析函数，则由 Cauchy 定理知， / G ) 在13 
上有原函数 • 现假设 /( z ) 是 D 上可能有孤立奇点的函数 ，问： 是否存 
在上函数，使得在/(=〉的孤立奇点外有 〆 ( z ) = fizYl 如果这 


样的函数 〆 =)存在，则 / G ) 沿不过孤立奇点的任意简单闭曲线积分 
为零•因而其在所有孤立奇点的留数为零.反之，如果 /(=) 在所有孤立 
奇点的留数为零，则由留数定理知 / Q ) 沿 D 中不过孤立奇点的任意简 


单闭曲线积分为零，因而其有原函数.由此我们看到留数是单连通区域 
上有孤立奇点的函数存在原函数的阻碍.一般的，设^，^， … ，☆是 
/ U ) 在 D 内的孤立奇点，则函数 

k , 

hXz) = f(z) — ^]Res (/ 9 z„) —^ — 

n=\ Z 一 Z » 

在 D 上有原 函数. 


§ 5. 2 辐角原理与 Rouche 定理 


我们先考查以下的 积分： 

1 ' dz _ 1 1 ， 

2 兀 1. |z—t 2 |=r (z — (2)” I 0 , 


n = ly 
n ^ ly 


0 < r <+ oo . 
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对上式的一个解释是，当 n ^ l 时，^^在乃。 ( a ，+°°) 内是一个单 

值解析函数的导函数，从而其在 A )( a , +〜） 内的任一可求长简单闭 
曲线上的积分等于零.当 n = l 时，由于 Ln ( t _ a ) 的不同解析分支之间 
仅差一常数，而常数在求导中为零，因此可以定义 [ Ln ( z _ a )]' 为其任 

何一个解析分支的导数.所以1是多值函数 LnU — a ) 的导函数.由 

z — a 

于 LnU — a ) 的实部 Ink — 是单值函数，而它的虚部 ArgO — a ) 是多 
值函数，因此积分 

_ i_r dz - 

2^flJ \z — a I =r Z Q. 


2 m 



[ReLnO 


— a)~\'dz 



[ImLn (z — 

I*—at=r 


a 〉]’ d 《} 


2 兀 |* — a I : 


[ ImLn ( 2 ： — < a )]’ d 之 


的值为 LnO — a ) 的虚部绕 a —周时的增量 2 tc 与 2 tt 的商，亦即动点 z 
沿着 k — ^丨=”绕^点的圈数. 

对任意整数 m ， 如果我们以 Ln(z-ar 代替 Ln ( z — a ), 则有 


2 m . 


I*—a| 8 


dhn(z — a) 1 


2 Tci , 


mdz 


I*—: 


z 


m 


a 


即动点 z 沿着圆周 \z — a j = r 绕 a 点一周时 , {z~a) m 绕原点转了 m 


周.因而 Ln(z-a) m 的虚部 ArgO — a ) 的增量为 


类似地我们考虑 [ Ln / U )]', 其中/⑴为区域 D 内一亚纯函数. 
设是 /(=) 的一个 w 阶零点.由上一章的知识我们可以得到在 
A 的邻域内有 


/( 之 ）= (z ~ z 0 ) m g(s:) 9 


其中 〆 幻在 A 邻域解析且 ^(^0)7^0. 由此可得 


[ Ln / O )]’ = 


f ( z ) 

/ O ) 


m + g f Qg) 
z — z 0 ^~ g{z) 


如果取充分小的正数 G 使得曲线 r r: Iz -^ oHr 落在处处不为 
零的区域内，由以上的推理得 


丄 C 

2?rijr r f{z) 


dz — 



= m % 
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同理，设是 /( z) 的一个 p 阶极点，则在 z。 的邻域内有 

/O) = (z — z 0 )^ p g(z) f 

其中发 U) 在2。邻域解析且 g ( z 0 )^ Q . 由此可得在^的邻域内 


[ Ln / O )]’ 


f(z) 

f(z) 


z — z 0 


〆 （之） 

g ( z ) * 


如果取充分小的正数 r， 使得曲线 TV: \ z — z 0 I =r 落在 #(5：) 处处不为 
零的区域内，由以上的推理得 


丄 ， 

2 m ) I 


譜 d2 = Res ( /，' 


综合以上的分析，我们可以得到以下重要的结果： 

定理 1( 箱角原理） 设 /CO 在区域£)内亚纯， 厂 是 ！> 内一条可求 
长的简单闭曲线，其内部 flczz)， 再设/(幻在 r 上无零点和极点，则 

丄 r flz )^ Ar n 


Ur ~ M Az - N - P ^ 


其中 iv 和尸分别是/匕)在 r 内部的零点和极点的个数(记重 数). 

证明由于 / u ) 在的邻域上亚纯，在厂上没有零点和极点，从 
而 / G ) 在 d 内只能有有限个零点和极点.设 / u ) 在 o 内的零点为^， 
之 2, … ，之” ，并设 〜 是/(2)的 〜(）=1 ，2,…，”） 阶 零点；设 加1 ， w 2 , …， 則 
是 / O ) 在内的极点，并设取是 / U ) 的尽心_ = 1，2,… 4) 阶极点.取 
正数 r 充分小使得 £)(： 2 ：,，/ 0(7 = 1，2，一,70和 D ( w i 9 r )( i = l ,2,^' 9 k ) 
均位于 D 内且两两不交，从而由 Cauchy 定理，有 


丄 f ~七 = 丄 y f £ L ^ l d 

2 kiJt / O ) 2 m i*-*. i=sr /0 ) d 

+ iy'f 
2^ I=1 J i« ； —w ( . i=r «/*(5 


+ ^：2 f 

l = 1 j \ w—w i |=r 
n k 

= 2 a > ~ = N — P . 

>*1 1*1 

证毕. 

为什么以上定理称为辐角定理呢？当 /(Z) 为解析函数时，我们可 
以作以下 解释： 

记 /=/( 尸），由/(幻的解析性可知 y 是一条闭且不过原点的可求 
长曲线•记 w=/0) ，贝! J 有 
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2 m . 


f(z) 
/⑴ 


dz — 


2 m , 


dxv 

7 w • 


由此我们可知以上积分实质上是 w 沿着^前进，最后回到出发点的辐 
角改变量 △yArgw 除以 2 tc 的商，即 


2 tt 

(见图 5.1). 


AyArg7 


2 丌 ij 


y XV 


2 m , 


f(z) 
/ ⑴ 


dz 


吉 ArArg/O) 



图 5. 1 



等式 ^ArA rg /(d=W 表明当 z 沿厂转一圈时， w = /(z) 围绕原 
点转了 iV 圈. 

辐角原理有许多应用，下面是其中的一些例子. 

例 1 设 /U) 是 C 上不为常数的亚纯函数， 试证： Vf€C， 
中点的个数与户无关. 

证明 取 c ， 使 々不是 / u ) 的零点，也不是/(幻的极点.取 
r >0 使 / U) 在 ZX^，r) 上既无零点，也无极点，则由 Cauchy 定理得 

iL、- 鬻心 = 。_ 

但另一方面，曲线 U —a。 | = r 也是 C—DO。，r) 的边界，因此 


2 冗 i 




\z-^z 


\=r 


z 


N - P, 


其中 JV 和尸分别是 /U) 的零点和极点的个数.由此推出 N = P , 而对 
任意的 々ec， 对函数/(幻一以进行类似的讨论，我们推知 /( z )—a 
的零点个数与 /( 幻的极点个数尸 相同. 因而 ， v />€£，/— n 户）中点的 
个数与^无关.证毕. 
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例 2设 D 是以有限条光滑曲线为边界的有界区域，函数 /Q) 在 
闭区域 D 的邻域上解析且不为常数，再设 /(aD)ga/(D)， 试证: 
v we/(D)， 集合/ _1 (加)在 d 中点的个数与功无关. 

证明 任取 we/(D)， 由 /(aroea/cz))， 因此/(幻一初在 3D 
上处处不为零.由辖角原理得 


N (zu ) = 



27 riJ 8 D 


f(z) 
f(z) — vu 


dz 


为 /- Hw ) 在 D 中点的个数.但由上面的积分表示式容易看出 是 
XV 的连续函数.而 /( D ) 是连通的， iV ( w ) 在 /(/>) 上是只取整数的函 
数，因此必须是常数.证毕. 

在实际应用中，以下的 Rouche 定理有时更为方便. 

定理 2(RoucW 定理） 设 r 是 D 内可求长的 Jordan 曲线且其内 
部属于 D ， 再设 / U ) 和在 D 内解析，在 r 上满足 

\giz) | < |/( 之）|， （ 5_5) 

则 /( Z ) 和 / u )+ g ( z ) 在 r 内的零点个数(记重数)相同. 

证明 记 FU)=/U)+g(z) •由 （ 5. 5) 式我们可知 /U) 和 F(z) 


在 r 上无 零点. 分别以和 iV / 记 F 和/在 r 内的零点个数，则 


N F — 



~F l {z) 

lF ( z ) 


fizV 

/O)- 


dz 


27ti. 


(F/fy 

(F/f) 


dz 


i ArArg 



由于 f = i +，， 从而当时， 


F{z) 

f(z) 


< 1， 


这说明 r 在映射 f 下的像总落在第一、第四象限，从而不绕原点.由此 
得到 


1 F 

N F — N f = —A r Arg -j = 0. 

证毕. 

下面的定理是 Rouche 定理的另一种 形式. 

定理 2 r (Rouche 定理） 设厂是 D 内可求长的 Jordan 曲线且其 






内部属于 d , 再设 /(=) 和在 D 内解析，在 r 上满足 

I / O ) — g ( z ) | < I / O ) | ， 

则 / G ) 和 〆 ：£：)在 r 内的零点个数(记重数)相同. 

例 3求方程 z 5 + 5?+ z -2 = 0 的零点个数. 

(1) 在 kl<l 内； （2) 在 Nl <~| 内 • 

解 （1) 记 f ( z )= 5 z z ^ g ( z )=^ z 5 + z ~ 2 . 当 UI =1 时， 

| 尽 ( 之 ） | < 4 < 5 = 1/001 ， 

从而 / O ) 与 fiz )+ g ( z )= z 5 + 5 z 3 +z — 2 在|之 |<1 内具有相同的零 
点个数 • 因为 / G ) 在 kl < l 有三个零点，所以所求方程在 k |< l 有三 
个根. 

(2) 记 fiz ) = z 5 9 g ( z ) = 5 z 3 -\- z — 2 . 在 |之 I ="^ ■上， 

㈣ <5 •(音) 3 +音 + 2 = T 

〆 3125 | /Y 、丨 

注意到 / CO 在 U I <~|内有五个零点，所以原方程在 k I ■内有五个 

根. 

例 4证明 + l 在第一象限内恰有一根. 

证明 1首先注意到在实轴上 

尸（工 ）=1 + x 4 十 Lr 3 # 0 ， 

从而 PM = 0 无实根.在正虚轴上 

p(i^) - 1 + y.+ y > o, 

从而 尸 u )= o 在正虚轴上也无实根. 

考虑下面图 5. 2所示路径 + 其中右图中的 r > = 
P ( y ；)() = l ，2,3) •在7 2 上， 

尸 O) = 之 4 (1 + ^ 1 - 1 ), 

所以 

△r 2 Arg 尸 U)=4 • Y+o(l) = 27t+o(l) (i?—+ oo); 
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在6上， 

A y ArgP (^) = Arg 尸⑻一 ArgP ( O ). 

为对上式求值，起点辑角可以任意取定，然后使辐角连续改变求出终点 
的辐角，即可求出辐角改变量.现取 A r gf>(CO = 0, 当 + m 时， 
ArgP ( R )= ArgP(l + R 4 + iR 3 ) 


ArgP 1 + 


o ( l ). 


于是 


x 又人 I 2 -f- Ji 4 / 

A y 】 Arg _ PO )= o ( l ) — 0 = o ( l ) (R -►+ oo ). 


由于尸 U ) 在 6 上取实值，从而 

Ar 3 AigP(z} = 0. 

最后得 

3 

△ y ArgPO ) = $ A y > ArgPO ) = 2兀 + o ( l ) (R -♦+ oo ) ； 

由辐角原理 ，尸 U ) 在^ 一象限恰有一个零点. 

证明2记 f ( z )= z ^ + l r gCz ) = iz z . 在 1 2 ： I = 2上， 

I^U) I = 8< 15 = |z 4 | - 1 < |z 4 + 1|. 

而 / U ) 的四个零点为 


K . 

e ^ 1 , e 




它们都落在 kl <2 内，从而 / + k 3 + l 的四个零点均落在 | z |<2 内, 

另外注意到 / U ) 在第一象限的零点为 
现考虑闭曲线7=6+72 + 6,其中 

^1 = {s ： = x + i^|0<x<2,3 ; = 0}. 


= U 1之| = 2,0^ argz < 
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y 3 = U = *r + i)|x = 0,0< ： v<2}. 

容易验证在7上有 

I ^ U )| < |/ U ) I ， 

从而推知 /u)+g-U)=^+i^ 3 +i 在 r 内与 /u) —样只有一个零点. 
由于 z 4 +iz 3 + l 的四个零点都在 ki<2 内，所以它在第一象限恰有一 
个零点. 

作为 Rouche 定理的应用，我们有以下的分歧覆盖定理. 

定理 3( 分歧覆盖定理）设 /( z) 在区域 D 内解析，％ CD. 记 
Wo = /(^o ). 设是 / O)—Wo 的 m 阶零点，则存在/?>0和5>0,使得 
对于任意 D ( zv Q jp ) jfiz)—tv 在圆盘 DO。 ，谷)内有且恰有 W 个不 
同的零点. 

证明因为2：。是/(2)—的 m 阶零点，由此推知/(2)在 D 内 
不为常数函数，从而尸匕)在 D 内不恒为零.由零点孤立性，存在 
0,使得 DO。，》) 位于 D 内，且 /O)— w 。 和 /U) 在 AU。， 幻上均无零 
点.记 


P = min \f{z) — vu Q \ > 0. 
k — « 0 I —8 

对于 ZXWtMjO ) 中的任一点 W ， 当 | 之 一 | =5时， 

I / O ) — XV — [/ O ) — w 0 ~] I = \xv — vu 0 \ < I / O ) — w 0 |. 

由 Rouche 定理，在 |z —☆ I 内 f(z)—w 与 f (z)—xv 0 具有相同的 
零点个数 m ， 即 /( z )— 有 w 个 零点. 由于当0<|^ — ^|<$时有 
/'0^)关 0 ，所以 /( 2) — w 的每个零点都是一阶零点，即这; n 个零点是 
两两不同的.证毕. 

以上定理告诉我们，当 A 是一个解析函数 /U)_u；。 的 
重零点时 ，/Cs) — 在 a 的附近与在 z = 0 附近的映射性质是相 

似的.事实上，设 f ( z )— w 0 = (z — z 0 ) m g ( z ) ，总 O) 在;2。的领域 Diz 0 , S ) 

内解析且不 为零. 我们可以在 DO 。 ， 3) 内选出 V gCsO 的单值解析分支 
AU ) •记 <p(z)=(z~z G )h(z) ，易知 9 ^( 2 ：) 在 ■ DCs ：。 ，<5*)内单叶解析.从而在 
1>(之。，沒）内 /(《）一如。=[(2： —•这就是说，在2：。的 
附近的函数 / U ) —切。与在 ^-0 附近的函数，之间只相差一个共形 
映射(见第三章§ 3. 4中的图 3. 3). 
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我们在利用幂级数讨论解析函数的局部性质时已经涉及了类似的 
问题,利用 Rouche 定理我们可以更加精确地对此进行 讨论. 

推论设 /G) 在区域乃内解析且不为常数，则 /(Z)) 为一区域. 
证明 只要证/(£0为连通的开集即可.从定理3易知 /(D) 为一 
开集.注意到解析函数将连续曲线映为连续曲线，从而可证 /CD) 是连 
通的.证毕. 

作为辐角原理的推广，我们有下面的定理. 

定理 4 设 D 是$中以有限条逐段光滑曲线为边界的区域， oo 冬 
ar2,/(z) 是的邻域上的亚纯函数，且/(幻在 afi 上无零点和极点.再 
设 /U) 在 D 内的零点为之1，^：2,…，之„，并设％是 /O) 的％心=1，2,…， 
w )阶零点；叫，功 2 ，"*，叫是 /O) 在 D 内的极点，并设是 /( Z ) 的 
…，阶极点•则对任意 Z3 的邻域上解析的函数 gU)， 有 

id\sn g(z) ^M dz== |> 沒⑹ — 叫 ) • 

J 一 1 t « 1 

证明 是 /u) 的一个％阶零点.我们知在^的邻域内有 

/( 之 ）= (z — Zj) a jh(z } , 

其中 /K 幻在^的邻域解析且 h ( Zj )^ 0 . 由此可得 


giz ) 


f ( z ) 

/ u ) 


= gM 




Z 一 Zj 


+ g ( z ) 


A ⑴ • 


因此 


Res g 





同理，由是 / U) 的一个 A 阶极点，在取的邻域内有 

f { z ) — (z — ) _/3 '7i(5r), 


其中 AU) 在 w 的邻域解析，且 h ( xv t )^ 0 . 由此可得在 w 邻域内 


g (. z ) 


f ( z ) 

/⑴ 


= g ( z ) 


Z 一 Wi 


+ g { z ) 


h ! U) 

h( z y 


因此 Res(g y =— PigiWi ), 

由留数定理得 

^i\er g(z) H) dz= g ReS U /^)+ 2 Res (^ 




154 第五聿留数 


y=i 

定理得证 . 

在定理 4 中如果令则我们得辐角原理 . 如果令 /&) = 
2 。，则我们得 Cauchy 公式 . 

下面的例题是这一定理在讨论含参变量路径积分时的一个典型应 
用 . 

例 5 设 D 是 C 中有界区域， /(z ， z) 是 DX [0 ， 1] 上连续的函数， 
并且当 ^e[o ， i] 固定时， /u ， d 是 z 在 D 上的解析函数 . 又设 y 是 ！) 
内一简单闭曲线，其所围区域的内部 DCZIX 再设 /UW 在 7X[0 ， 1 ] 上 
处处不为零 . 当 re [0,1] 固定时，如果以 n ⑴表示 /u ， o 在内零点 
的个数，证明与 r 无关，且这些零点的复坐标的平方和是 < 的连续 
函数 . 

证明以 Z 7 ( 2 ：， £) 记 z 的导数，则由 Cauchy 公式得 

f{Z ' t} = Mr & dW - 

因而的连续函数 . 

如果以 W ⑴表示 £ 固定时在 D 内零点的个数，由辐角原理 
得 


N ( t ) = 


丄 f f f ( z ， t ) 

2mjr / 0,0 


以上表示式告诉我们 购)是1： 的连续函数.由于 AAG ) 的取值是整数， 
所以必须是常数. 

以 ZU ) 表示 / U ，0 在 D 内零点的复坐标的平方和.在定理4中令 
贫 （之）=2： 2 , 则有 


Z ⑴ 



/'<>，，) 

fizjt) 


dz. 


其显然是 f 的连续函数. 


# § 5. 3 —些定积分的计算 


在数学分析中，积分一般比微分来得复杂，特别是一些初等函数由 
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于不存在初等的原函数，使得定积分变得尤为困难.在本节中，我们将 
利用留数定理来计算一些定积分.值得指出的是我们并不能用留数定 
理全部解决初等函数的定积分问题.但对一些特别类型的函数，利用留 
数定理则能很容易算出它们的定积分，而且方法也颇具一般性，容易掌 
握. 

以下我们举一些例子来说明如何利用留数定理计算定积分. 

例 1计算积分 

， 2 k An 

I = ― 丄 , ~~ n (a > d 〉 O). 

Jo a ~r OCOSU 

解 对于三角函数有理式的积分，可通过2 = ，将 所求积分化为 
单位圆周上有理函数的积分.事实上，我们有 


CQsd 


代入/中得 


1 


2 

1 


+ 


M=1 a + 4 u + -' 


iz 


和 Ad 








bz 2 + 2 az + b * 


bz 2 + 2 az + b 在 I <1 的零点为 


a + ^/ a z — b 2 


由留数定理及公式 (5. 4) 得 


2 穴 iRes 


1 


bz 2 + 2 az + b 9 


4 丌 


L 2 bz + 2 aJ 


= 2 兀 

_ W - 〆 

注 如果被积函数中含有则可以代入 sin ^=^-( z -^) 而将 

积分化为单位圆周上的积分. 

例 2计算积分 

，— f +°° do : 

Jo (1 +x 2 )" 十 ” 


其中《为正整数. 



解由于被积函数为偶函数，我们有 

: 丄广 oo dx 

2 J -.0 (1 + 工 2 )” +1 . 

对这类有理函数，我们如图 5. 3 建立回路尸 . 

取 


f(z) 


(1 + z 2 r +19 


并取充分大；，则有 


f(z)dz + f f(z)dz 
« — R J 


当尺 — + 00 ,有 


27ciRes(/(s：) ,i). 


f(z)dz 

J -R 



图 5.3 


(1 + x 2 y^ 


/ ⑴心 0 , 


Res(/0) ， i) 


最后我们得到 


dz n l(z + iy + 1 J\^i 
(- l) n (n + l)(n + 2) … （ 2 ”） 

(2 i ) 2 ” +1 

(2w)i = 丄 (2n - 1)JJ 

2 Zn+l (n\y ~ 2i * (2«)!! • 

:_ (2n — 1) ! ! 


'o (1 + X 2 )^ 1 ~ 2(2n)ll 


例 3 计算积分 (Laplace 积分） 


cosax 


dr ， 其中 « > 0. 


解显然 


丄 f 1 
TJ-OO I 


cosajr 


注意到如果取 
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/(之） 


cosaz 


l + z 29 

闭曲线如上例，则在4上无法估计积分的大小，因此我们取 


f ( z ) 


1 +Z 2 ' 


由留数定理有 

1 


R e iar 


扣十 




1 + z 2 


dz = 27tiRes(/,i). 


当及 —+ m 时，有 


+ R gi^r 


~Ax 


「― 
J-oo 1 


e 1 ' 


+ X 


; dr ， 


丫 R 


1 + 之 2 


dz 


< 


JC 

? n 


< 


及 2 — lj 
2 

R 2 - 1. 

2^ 

a ( R 2 ~ 1) 


e-— 層 
e -«/^ 廳 


rf _ 2bm 


e K Rdd 利用 sin<?> 


26 


(1 - e 一冰） — 0. 


又由公式 （5.4) 有 


由此得 


对上式取实部即得 


Res(/，i) 


l 5」 


2i 


1 + 工 


；dx = ze ~ a . 


7T 


■e * 


例 4 计算积分① irichlet 积分） 


smx 

x 


Ax. 


解取/(幻=$，并选取图5.4所示的回路, 





图 5.4 


由 Cauchy 定理有 


在 I 上令得 


在 n 上令 2 =— x 得 


I J ’ 及 


fiz)dz — 0. 


— = f — Ax . 

z }y x 


r r r 

— dz = - dx 

J i z Jr x 


\ R e -^ 


如同例 3, 我们类似地可证 


lim f{z^>dz — 0. 
r—+<»J y R 


注意到 2r = 0 是 / O ) 的一阶极点，且 lime lz = l .记 


1 e iz — 1 

/( 和士 + —^ 


f(z)dz= Id 之 + 

. z 


e iz - 1 


3 r p l * —— i 

id^+ -- L dz 

.r z 


e u - 1 


心 <^r-0(r-0) 
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得到 

即 


lim 

r~-0 


rR e u 


-ix 


X 

sinx 


-da: = ni , 


dx 


7 T 


x 


最后我们举两个多值函数的积分的例子. 
例 5计算积分 




1 + X 


dx (0< 户 <1 乂 



对于厂及 h 上的积分有 

，户 一1 




Z 


1 + ^ 
P -1 


dz 




Z 户 _1 r P-l 


0 < r — 0)， 


\ 1 +之 


dz 


< 


z 


p-i 


dz I ^ 


R p 


-i 


2^R 0 ( 及 ― 十 oo). 


〜 ki — r— 1 u 

现考虑在 n 上的 积分. 对于多值函数而言，当 z 沿着心 前进一周 
回到 a 时， W 1 从/- 1 变为了 Cre 21 ^- 1 , 从而有 

x ， _1 e 2 — 


z 


p~i 


1 + ^ 

当 r— 0,及 — + ^时，我们得到 

rP ~\ 


dz 


1十 ：c 


dx. 


x f 


\ x 


dx — e 2pl6 


x 


p-\ 


1 + X 


dsc =— 2n\e p11 
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从而有 


—pn /» + oo /1 


2 i 


x r 


1 + X 


dx 


7C, 


xp ~ l 1 = 兀 

o 1 + x X ^ sin /> Jt . 


注 利用微积分的知识，我们知 


r ( 户） r(i — 户） 


0 


x p ~ x 

1 + X 


dx 


(0<户<1)， 


因此我们证明了以下有用的等式 


例6 


r(/>)r(i — p) 


7 t 

sin/>7t 


计算积分 


r f + °° ln ^ , 

/ ~Jo (1 +X 2 )2 d 二 

解 如果取并取例 4 中的回路，则可以算出 / 的 

值. 

现在我们给出另一计算方法. 

取 /(z)= (i y$ )2 ，并取例 5 中的回路，则有 
r ln 2 j£ 

1 — 2 、 2 心= 2? ri ( Res (/， i ) + Res (/, — i )). (5. 6) 
J i+ i +r R +r r (1 十 z ) 


由 


' \n 2 z I f R ln 2 x 

,l6r+Z 2 V 2 }r (T+'x 2 ) 2 

ln 2 z , 「 r (Inx + 2 兀 i〉 2 , 

,o~^y dz== } R -(i + ^y dx 




R ln 2 jr 4 - 4^iln^ — 4 冗 2 

" (1 + x 2 ) 2 


dx , 


ln 2 z 

y r (1 + z 2 ) 2 


dz 



ln 2 z 

r H Ti+Vy 


dz 


< 


(In 士 + 2tc 

(1 — r 2 ) 2 
(InR + 27t) 2 

" (R 2 - l) 2 


• 2nr ->■ 0 


2 ^R 0 


(r — 0+)， 


(jR ― ►+ oo ) ， 





以及 
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Res 


( ln 2 ^ •)„ 

d 

「 ln2z 1 


= 石 

L ( 之 + i ) 2 」 


Iru; 


\n 2 z 


lz(z + i) 2 (z + i) ; 

21 


7C1 


7 C 1 

Y 


i(2i) 2 (2i) : 

n 7t 2 . 

T + T ?， 


Res 


ln 2 2 r 


(1 + 之 2 ) 2 


，- 0 


inz 


ln 2 z 


3 k 

4 


z(z — i) 2 

3 丌 i 

- i(- 2i) 2 

9n 2 . 


(z — i ) 3 」 

1ST' 

(- 2i) 3 


16 


代入 (5. 6) 式，并令，尺 4 + 00 ,得 

"°° Inx 


顺便我们也得出 


(1 + 工 2 ) 2 

-00 1 

CXX 


dx 


丌 

T 


7 Z 


0 (1 + X 2 ) 2 — 4' 

习题五 

1. 指出下列函数孤立奇点的类型，并计算在该孤立奇点的 留数： 

(2) 之 3 cos 


( 1 ) 

(3) 


(z — z^^z — Zz ) * 
e z 


z~~V 


(4) e 


2. 求下列函数在指定点处的 留数： 


( 1 ) 


( 之 2 + 1) 3 , 


z- 


( 2 ) 


S1TL2 ： 


(1 — COS2T) 


，之 =0; 
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( 3 ) 


z 2 - 4 -l . 

( e » +1) 4， n ; 


( 4 ) 2 ； ln _3 (l —z) ，之 = 0 . 


3 . 设 a 是 = U# 0 ) 的极点，则 


Res(/ ， q)=— 合 . 

4. 设 a 是解析函数 /U) 的孤立奇点， 证明： R eS (/，A )#0 的充 
要条件是在 A 的任何邻域内不存在单值解析函数 FG) ，使得 

F l U ) = f ( z \ 

5. 若 /CO 是偶函数且为 C 内的亚纯函数，证 明： 

Cl) Res(/ ， a) = —Res(/ ，一 a) ; 

(2) /O)ds = 0，/O) 在 |z| =及 无极点. 

J ui=r 

6. 设 n 为一自然数，求方程^”一 5/ n +/ + l 在 Id<l 内的零点 
个数. 


7•设 /( z ) = ao + a 1 z ：+ …满足 ^ | a ( -|ai |，试证 

«' = 2 " 

明： / U ) 在 D (0，1) 内单叶. 

8,用 RouchS 定理证明代数基本定理. 

9，若 a>e , 则方程/在 UI <1内恰有 n 个根. 

10. 设 D 为包含^的无界域，7的外部属于£)，函数 /G)，gU) 在 
D 内亚纯，在/上满足|足0)|<|/(2)|< + ^，则/(幻和尽(幻在7外 
部零点个数与极点个数之差是相同的. 

11. 设 |a* |<1，是=1，2 ,…， m 和 


/ U ) = 


n 

n 

b=^ 


Z — a k 
1 — a k z 


证明 ：（ l ) 当 N < i 时， / G )=6 在 k |< i 内恰有《 个根； 

(2) 当|办|>1时， / U )=々 在 kl > l 内恰有 n 个根. 

12. 设整函数/(幻满足 Um / O )= oo , 证明： /( C )= C . 

r-^ + oo 

13. 证明： 如果/ ><1， 则对充分大的 n ， 多项式 

尸„0) = 1 + 2之 + 3之 2 + …+ nz n ~ x 


在 kl < jO 内无零点. 

14.记 
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P„Cz) ^\+z + 


+ 


21 1 3! 1 ' n \ 

证明： 对任意给定的尺 >0, 存在自然数 iV ， 当时，/ >„(=) 在 | z |< 
R 内无零点. 

*15. 计算下述 积分： 

-x-\~2 


( 1 ) 

⑵ J 。 

疒2, 

⑶ I 。 
* 2 , 

(4) 

Jo 

(5) 

( 6 ) 

(7) 


, x 4 + 10 x 2 + 9 
dx 




l+x 

Ad 

2 —sin 夕’ 

d0 


；( n 为自然数， w >3); 


1 — 2^cosff-\-a z 
50 xsinax 


( kl < l )； 


a z -\-x 
cosx — e 


x 


dx » a >0； 
dx； 


lnx 
c 2 = l 


dx ; 


( 8 ) 


(9) 


I ： 


卜 1 cosjcdr ， ; 
1 


: dr ; 


( x 2 + l ) U 2 + 4) 

(10) [ x ( x 2 +1 ) _2 sinxdx . 

Jo 

16. 设 r 是 D 内可求长的 Jordan 曲线且其内部属于I)，再设 
/( 幻和发(幻在 D 内解析，在 r 上满足 

1/( 之 ）+ g(z) | < I/O) | + | 尽 O) | ， 

证明： /Ce) 和〆幻在 r 内部有相同的零点个数(记重数). 




第六章调和函数 


§6.1 调和函数的基本性质 


我们知道一个解析函数的实部与虚部是一对共轭的调和函数.设 
M (x,：y) 是区域 Z) 内定义的实函数，回忆一下，我们称 ^Cr，y) 是乃 内的 
调和函数，如果在 D 内二次连续可微，且满足 Laplace 方程 

A 3 2 u , d 2 u t d z u n 

Aw = a? + ay ==4 ^ai = 0 - 

调和函数的概念很容易推广至 n 维欧氏空间的情形.但当 〃>2时，将 
不存在解析函数的概念.从而二维的情形具有一定的特殊性. 

一般地，我们称 f ( z ) = u ( z )+ iv ( z ) = m (* t ，y)+it;(x，>0 为复调和 
函数，如果〜 p 是调和函数. 

以下我们讨论调和函数的性质.为了完整性，我们重新证明以下定 
理. 

定理1 设是单连通区域 D 内的调和函数，则奴幻在 D 内 
存在共轭调和函数. 

证明 取定对 D 内任一点考虑在以&为起点2为终点 
的曲线7上的线积分 


3u_, . 3u 1 

_ % dx +石办. 


由于 Z) 是单连通区域且 


ox \ ax I oy \ 


韌， 


上面的曲线积分与路径无关.由微积分的知识我们知道存在 D 内的函 
数 Wz) 使得 


, 3u , . 3u ' 

加 = — ^dx + 
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这表明 tKd 具有连续偏导数且满足 

dv — 3 u 9 v — du 
dsc By 9 By dx . 

由此推知 tKs :) 是 wO ) 的共轭调和函数，即/0) = 2^0)+匕0)在£)内 
解析.证毕. 

如果 D 不是单连通区域，我们知道曲线积分可能与路径有关，从 
而整体共轭调和函数可能不存在.但以上定理告诉我们，任何区域内的 
调和函数，局部总存在共轭调和函数. 

定理 2( 平均值定理） 设在圆盘 | 内调和，则有 

u { zo ) = u ( z 0 + re i0 )dd (0 < r < R ). (6. 1) 

证明 由在圆盘内调和，定理1告诉我们，在 
\ z ~ zo\<R 内存在的共轭调和函数 tU )， 使得 

/ O ) = uiz ) + ivCz ) 

在 \ z ~ z 0 \<R 内解析•由 Cauchy 公式，对任何的 Q < r 〈 R ， 
f ( z 0 )= u ( z 0 ) + iv ( z 0 ) 

1 f u ( z ) + ivCz ) 、 

- -- - d 之 

2 兀 \ z ~ z o I = r 之 之 Q 


= wO 0 + re ld )idd — v(z Q + re ie )dd, 

Z 兀 1J 0 

在以上等式中取实部即得 （6. 1) 式.证毕. 

由平均值公式可以推出以下的结果. 

定理 3( 最大、最小值原理） 设在区域 D 内调和且非常数， 
则 M ( z ) 在 Z ) 内取不到它的最大值和最小值. 

证明我们先证明最大值的情形.令 M = sugwO ) •若 M= +°°， 

定理显然 成立. 现设 M < + oo 及使 w (z 0 ') = M, 我们将推出一■个 
矛盾. 

事实上，先取尺>0,使得圆盘 U —& |</ e 完全落在 d 内，由平均 
值公式 


2丌. 


'Xz 0 + re ld yd6 


(0 < r < 幻， 


即 


M = u ( z 0 ) 
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士 [ [Af — u ( z 0 + re 勺] =0 (0 ^ r < R ). 

2 丌 J o 

注意到被积函数是非负的关于 r 的连续函数，由此推出 

w(z 0 +re 勺 =M (0<r< 及； 0<0< 2 兀）， 

即 

u { z ) = M O €■ {|z — 1 < /?})• 

对 D 内任意一点取 D 内的一根折线 r 连结％ 和由有限覆 
盖定理，我们可以选择有限个圆盘…， D „ ，使得它们都落在 D 

n 

内， rczUA 和 A 的圆心是的圆心为〜并且 a 的圆心落在 

k=i 

Dk ~\ (々= 2,3,…，”）内. 

由于 u ( z ) 在 Di 内恒等于 M ， 从而推出《0)在 Z ) 2 的圆心处取值 
M •对 uiz ) 电1) 2 进行以上的推理，可以证明 uU ) 在 A 内恒等于 M . 
依次下去便可推出由^的任意性，即得 wO ) 在 D 内为一 
常数函数.此矛盾便证明定理的第一部分. 

对一《(幻进行类似的讨论，即可证明 w ( z ) 在 Z ) 也取不到最小值. 
定理证毕. 


§ 6.2 圆盘上的 Dirichlet 问题 


作为调和函数平均值公式的推广，我们首先证明以下的 Poisson 
公式， 

定理1 (Poisson 公式） 设函数在 |z 丨 < Ri 内调和， 0<尺< 
&，则当 k|<i? 时有 


U(Z)= ^J 


R 2 


z 1 ： 


I ? — ^| 2 


w(Ddf9, K = R^ 6 


证明 由于 k|<& 是单连通区域，从而〆 =) 存在共轭调和函数 
。0)，使得/(2)=«0)+^0)在|：2：| 解析. 

在 | 之 | 用 Cauchy 公式得 


/( 之） 


2m. 




f(D 


dr 


2 nj 


mo 


dd . 


( 6 . 2 ) 


由 Cauchy 定理有 
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作为练习，请读者自己写出关于区域 ZXa ， 及)的 Poisson 公式. 

设 Z ) 是一圆域，边界记为 az ). 在 ao 上给定一个实连续函数 
仅(?），我们可以提出以下的所谓 Dirichlet 问埋： 是否存在 Z) 内的一个 
调和函数，使得它在 D 连续且 

很显然，以上的 Dirichlet 问题可以对非常广泛的区域提出.如果 
所给的区域不共形等价于圆盘，则 Dirichlet 问题的求解过程将很复杂 
(如需要引入次调和函数的概念).而对于圆盘上的 Dirichlet 问题，则 
我们可以通过 Poisson 积分加以解决. 

定理 3(Poissoii 积分） 设实值函数在上连续，则函 
数 

在 kl<i 内调和，且对1 C 。1=1,有 

\imu(z) = w(f 0 ). 

证明对固定的^ 

等式右边的被积函数是区间 [0,2 tt ] 上的连续函数，从而确定了 \z\<l 
内的函数.另外，从 Poisson 公式的证明中，我们知道 

u{z) = Refiz) = Re( — \ 十 - 之 汉 (() . 

\ 2mJ in=i % — z 5 / 

由于 


(C = e itf ) 

(6. 5) 




]t , , _ z _ . 

^ ~ Z ^ 2mJ ia=i 




北， 


而上面等式右边的两个积分是所谓的 Cauchy 型积分，前面我们已经 
证明它们各自确定 C —{ M = l } 的一个解析函数，这说明 / U ) 在 
UI <1 内解析，从而《(幻在 kl < l 内调和. 

现在我们证 (6. 5) 式成立. 


设 C 。 在单位圆周 r 上，由奴？)在？。连续，从而对任意给定的 e > 
0,存在5>0,当单位圆周 r 上的点 C 满足时， 
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从而当 k-GKA 时，有 

WCz) — u(^o) | < 2£y 

即 limM (^) = M ( fo ). 

w 0 

l*f<i 

证毕. 

定理 3 完全解决了圆盘上 Dirichlet 问题.值得注意的是我们可以 
将 〆 ？)是圆周上的连续函数这一条件减弱至逐段连续的情形.这时 
Poisson 积分定义的函数仍为调和函数并且对 奴?) 的连续点 （6, 5) 式 
成立.关于这些事实，请读者自己给出证明. 

习题六 

1. 设《(幻在 D 内调和，证明：_在£>内解析. 

2•设在 D 内调和，且非常数， 试问： wOO 可否在 D 内的一条 
曲线上恒为常数？若 ACIZ ) 是一区域在仏内恒为常数, 证明： 
mG ) 在 D 恒为常数. 

3. 设 /( z ) 与尸 U ) 在 D 内复调和， 证明： / U ) 或7^在 D 内解 

析. 

4. 证明 §6. 2中的定理 2. 

5. 设 / U ) 与尸(2)在 D 内解析且没有零点，证明： ln |/( z )| 调 
和. 

6. 设都是区域 乃内调 和函数 ，问： ⑽是否调和？ 

7•设 / U ) 在区域 D 内解析，《在区域 G 内调和 ，/ CD ) CZG ， 证明： 
«[/ U )] 在乃内调和. 

8. 设《(幻在 C 上调和且不为常数， 证明： 《(幻在 C 上既无上界， 
也无下界. 

9. 设 M ( z ) 在区域 D 内调和，且等值线 U |« CO = r ( c 为常数）}是 
D 内一条闭曲线，证 明： D 不是单连通的. 

10. 证明： kl<l 内调和函数 
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limM(re lfl ) = 0 (0 ^ ^ ^ 2^r). 

r— 1 一 

11. 若函数 M U) 是 k|<l 内正的调和函数,《(0) = 1， 证明： 

举例说明上述不等式是最佳的. 

12. 设/(^)为整函数，且 = 证明： /G) 为常数. 

Z^oo Z 

(提 示： 先证 ^ r^d?) 

\ Kl) \t\= P (.^—zY 3 ； 

13. 称 区域乃 内实函数《(^)满足次平均值性质，如果任意以6乃， 
存在邻域 DU d ，《C1D， 使得 

1 c^ n 

u(z Q ) < — v(z Q + re 6 )ddj 0 < r < S(z 0 ). 

Z 丌 J 0 

证明： 这样的函数 《 (幻必满足最大值原理. 

14. 试写出圆盘 |sr—a | 上的 Poisson 公式. 

15•设 m „0 s ：)(« = 1，2, …）在|之一 a|</? 内调和，且在该圆盘内满 
足 Z^(Z)<M„+i(2：)(W = l ，2,…）， 证明： U„(2：)} 在圆盘内闭一致收敛于 
+ 00,或内闭一致收敛于一个调和函数 (Hamack 原理). 

16•设 

I 1 ， O ^^<&<0 2 ^2 tc 9 

n{(7) = 

lo, e $ 

试对 A (仍和 D ( 0 ， 1) 解 Dirichlet 问题. 





第七章解析开拓 


设 D 是 C 中一个区域，函数 / G ) 在 Z ) 内解析.若存在区域 吗 D 
及上的解析函数 FU ) ，使得在 D 内 ， 则称是 f ( z ) 
的解析开拓，或称 / U ) 可以解析开拓到仏由解析函数的唯一性定理， 
如果 /( 幻在0上的解析开拓存在，则必唯一.因此自然的问题 是：怎 
样将给定的函数 /( 幻解析开拓到尽可能大的区域上？而如果将解析的 
条件改为亚纯，我们也有同样的问题.下面以讨论解析开拓为主，其中 
许多方法和结论对于亚纯开拓也是成立的. 

在本章中，我们将介绍两种解析开拓的 方法： 对称开拓和幂级数 
开拓.前者具有较大的实用性，而后者则具有较大的理论价值， 


§7.1 解析开拓的幂级数方法与单值性定理 


假定 / U ) 是区域 D 上给定的解析函数.在本节中，我们主要利用 
幂级数的方法将 /( 幻从上开拓出去.，并讨论 / G ) 最大可能的解析 
开拓的存在性. 

例1设 / U ) 是区域 D 上给定的解析函数.如果 D 是单连通的， 
我们知道 / U ) 在 P 上有原函数.现设 D 不是单连通的.取 
/( d 在 a 充分小的邻域上有原函数.取定一个这样的原函数，则 
解析开拓到的区域就是/(幻存在原函数的区域. 

例2设 nz )=^ a n { z ~ z o r 是给定的收敛半径为 r 的幂级数. 

n = 0 

由于幂级数仅在圆盘内收敛，要得到其他区域上的解析函数，就必须考 
虑 /( d 在圆盘外的解析开拓.例如 f ^仅在单位圆盘内收敛，而函数 

7t^0 

+是其在 C —{1} 上的解析开拓. 

I — z 
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为讨论最大可能的解析开拓的存在性，我们先给出下面的定义. 
定义 1如果区域 D 上的解析函数 /(z) 不能解析开拓到比 Z) 更 
大的区域，则称 /(=) 为 D 上的完 全解析函数， 同时称 D 为 /U) 的自然 
定义域， dD 称为 f ( z ) 的自然边界. 

定理 1 D 为 /0O 的自然定义域的充分必要条件是V z 0 eD , 

/u) 在 ☆ 处展开的幂级数 /a>=2 - M ( f - 0 \ z - z 0 r 的收敛半径为 

dist(zojdD). 

证明 如果 /( 幻可解析开拓到比 d 更大的区域上，则存在 
aD， 且为 D 的内点.因此存在 r>0, 使得 D (户， r)ca 这时可取 
/)(/>，〃/ 2 )门/)，则 /(=) 在^的幂级数展开的收敛半径大于 r /2> 

dist(z 0 ， aD). 

反之，设存在 z 0 ei)， 使得 /or) 在 z。 处的幂级数展开的收敛半径 
等于 r 0 >dist(々，aD) •令 D = DUD(A，r。）， 则 /U) 可解析开拓到 
上， D 不是 /(Z) 的自然定义域.证毕. 

由定理1，如果一个区域£»不是 /(Z) 的自然定义域，则总存在 
利用 /U) 在 A 处的幂级数展开可将 /Q) 解析开拓到更大的区 
域.这就是解析开拓的幂级数 方法. 下面我们先对幂级数在其收敛圆周 
上的情况进行研究. 

设幂级数 

+ oo 

f ( z ) = ^ a n z n (7. 1) 

?i = 0 

的收敛圆盘是 D=Z)(0，iO, 其中0<尺<+00是收敛半径.由幂级数的 
性质知和函数 /U) 在£>上解析. 

设？。是圆周 k | =及上一点，☆关0是线段$上的一点•由 /( 幻在 
解析，从而在&的邻域可展成幂级数 

fiz) = g /^) (2 _ ( 7 . 2 ) 

”=o n • 

记此幂级数的收敛半径为易知 P ^ R - koi •这时我们有以下两种可 
能性(如图 7. 1): 
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图 7.1 


(1) / 0>尺一|別|.此时(7.2)的收敛圆盘/) 1 ={之丨1之一之 0 |<>}内有 
一部分在 Z ) 的外部.记 gU ) 为级数 (7. 2) 在 A 内的和函数，那么以下 
函数 

jf(z )， Z Q D, 

F ( z ) = 

1 茗 O )， 2 ： 6 A ， 

在 DUA 内解析.这说明/(幻可以开拓到区域 DUA . 在这种情况 
下，我们称 / U ) 可以沿 线段％ 解析开拓，同时称 gG ) 是 / Q ) 的直接 
解析开拓， 称为 / U ) 的一个 正则点 • 

(2) 尺 一 |之。|.这时 A 与1)在 L 相切且 ACZD . 由此推出在 
的任何邻域内不存在解析函数 #&) ，使得 g ( z ) 是 / G ) 的解析开拓•因 
此 / U ) 不可能沿 线段％ 解析开拓到乃的 外面. 在这种情况下称为 
/( z ) 的 一个奇异点. 

定理2设幂级数 （7. 1) 的收敛半径为及(0<尺<00)，则在圆周 
|z | 上 /( 幻至少有一个奇异点 • 

证明用反证法.假设圆周 k I =及上每一个点都是 / U ) 的正则 
点.由圆周的紧性及有限覆盖定理，我们可以找到有限个圆心 
在 kl = i ? 上的圆盘 A ， A ， …，及 A 内的解析函数 & U ) 使得在 

m 

z ^ tid 内，并且 u a 完全覆盖了圆周 ui ^ 及. 由此我们 

)=i 

可以推出 G =( U a ) UD 包含了一个圆盘 DCOADWC 私）. 

' >=i 



7.1 解析开杠的菜級数方法与单值性定理 175 


在 / X 0, 足） 内，定义函数 

^ ff(z )， ze n f 

F(z) — I 

igj(z) , 2 : 6 Dj,j = ,m. 

注意到如果 AflA 关 0，那么在 AHAfU ) 内有 

gk { z ) = gjCz ) = / u ). 

根据唯一性定理，在 An a 内 

gk(z) = gj(z\ 

逐次类推我们可知 FG ) 的定义是合理的，并且可知它还是一个单值解 
析 函数. 由于在1)(0,幻内这说明了 /0 O 可以解析开拓 
至 ZKO ,^). 由此推知 /( 幻在 z = 0 展开的幂级数的收敛半径至少为 
A •由 /U) 的 Taylor 展式的唯一性知幂级数 (7. 1) 的收敛半径必大于 
兄这与幂级数 (7,1) 的收敛半径为矛盾.证毕. 

从正则点及奇异点的定义可以 看出： 幂级数 （7. 1) 的正则点集是 
上的相对开集，即对任意正则点 pedD ， 存在 r > 0 , 使得 户， r)n 
dD 中的点都是正 则点. 定理2则说明了奇异点集是 9 D 中的非空闭 
集. 以下例子告诉我们正则点集有可能是空集. 

例 3 证明： 幂级数 

十 oo 

fM = IX 1 

*=i 

的收敛圆周上的每个点都是 / CO 的奇异点，即 / Q ) 是其收敛圆盘内 
的完全解析函数. 

证明 由于幂级数的系数为 



知 4 c n = lim A/T - L 

n-^+oo Aj-^ + oo 

所以该级数的收敛半径尺=1.由于奇异点集是圆周 \ z \^ l 上的闭集， 
因此我们只要证明在圆周 U I =1上有一稠密子集 E . E 中的点都是 
/匕)的奇异点即可.为此考察集合 

五=卜7|户>0和 g >0 为整数，户， g 无公因子} • 

容易看出 £=3 D (0,1). 
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任取 ？ o = e 7 6 五和 r<l ， 

/( r ^ o ) = § r A! C + § r A! = ^( r ) + 0( r ), 

4 = 1 k=q 

显然对任意 0< r < l ， 有 | f < r ) 1. 

对任意给定 M >0, 总存在自然数 々 Q > M , 从而有 

9 +*o 

lim <p(r) ^ lim Y)r Al = 々 。> M. 

厂一 *1— r~*l~ k=g 

由 M 的任意性，我们有 


由 （7. 3) 式推知 


lim <p{r) = + 00 . 


(7.3) 


lim |/(rf 0 ) 丨 =+ 

这说明 r 。 是 /( a 的奇异点•由 r 。 的任意性 ，五 中的每点都是 / u ) 的奇 
异点.证毕. 

利用幂级数的方法，如果区域 D 不是解析函数 / U ) 的自然定义 
域，则我们总可将 / U ) 解析开拓到比 D 更大的区域上去.这是否意味 
着我们总可以在 C 中找到 / U ) 的自然定义域，将 / U ) 解析开拓为完 
全解析函数呢？事实并非如此•通过上面不断的开拓 ，一 般的我们仅能 
得到一个多值函数•原因是解析开拓可能与开拓的路径有关.为说明此 
点，我们先给出下面的定义. 

定义2 设7是 C 中以为端点的曲线 ./ Q U ) 是区域仏= 
上给定的解析函数，以 (/ D ( 2 )， A 。) 记之，并将之称为一 解析元 
素. 我们称 / Q U ) 可以 沿曲线 r 由 a 解析开拓到 6,如果存在一串解析 
元素(/*(2：)，么6 = 1)(山，71))，々=1，2，".，；2，使得 /* U ) 是上的解析 
函数， 满足： 

(1) 每个〜 的圆心 a * 都落在7上，且 a * 落在 A *- i 内 , a „ = b ； 

(2) 在 “ri4— 1 上，/*(之）=/卜 1 ( 2 ). 

解析元素(人 Cs )， A „) 称为(/。(2)，么。) 沿曲线 7 由 a 到 6 的解析开拓. 

由 a 到6的解析开拓一般与连结 a ，6的曲线有关. 

例 4 如图 7 . 2, 记 A 0 = d [ i ^) ，考虑解析元素 （ ln 〜 A 。） 经过有 
限个圆心在单位圆上的圆盘逆时针方向绕行一周进行解析开拓后再回 
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例 S 设 / U ) 是区域/>上的解析函数，但在 D 上没有原函数.取 
aeD ， r >0, 使得 ZXaWCID ， 设 FU ) 是 / U ) 在 £>( a ， r ) 上给定的一个 
原函数，则 F ( z ) 可沿 Z ) 中任意路径作解析开拓.但由于/(幻在区域 D 
上没有原函数，因此 FU ) 并不能开拓为 D 上的单值函数，即开拓必然 
与路径有关. 

对于解析开拓，由于其与路径有关，所以如果考虑所有可能的开 
拓，我们得到的一般是一多值函数.一个自然的问 题是： 在什么条件下 
沿曲线的解析开拓可以与曲线的选取无关？或者说什么条件下能通过 
解析开拓得到一个单值的函数？对此我们有下面重要定理. 

定理 3( 单值性定理）设 Z ) 是一个单连通区域，圆盘 ACD ， 其圆 
心为〜（/&)，△)是一个解析元素.如果(/(%)，△)可沿 D 内由 a 出发 
的任何一条曲线7进行解析开拓，则存在 D 内的单值解析函数 F ( z )， 
使得在 a 的邻域内 FU )=/ U ). 即对单连通区域，沿曲线的解析开拓 
与曲线的选取无关. 

证明本定理的证明我们只给一轮廓，具体的细节请读者给出. 

首先我们假定 D = D (0，1) 为单位圆盘，并且假定 a = 0 .在2 = 0的 
附近我们有 

十 co 

fiz) = ^a n z n . 

«=0 

设它的收敛半径为及，我们希望证明必有尺>1.事实上若及<1，则在 
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圆周 H =/?上/(幻必有一奇异 点匕. 这样一来， /( z ) 不可能沿线段 
@( o 为原点)解析开拓，这与定理的假设矛盾. 

如果 D 是整个复平面 C ， 我们将 f ( z ) 在 a = 0 处展成 Taylor 级 
数，类似于单位圆盘的情形同样可以证明定理. 

对于一般情况，利用我们在下一章将证明的 Riemann 存在定理， 
存在一个单叶解析函数= = 〆 《；)，将单位圆盘映为/)，且 〆 0)= a .而 
由开映射定理，可以找到包含原点的一个小圆盘 | w |< r }， 使 
得 g ( D r )( ZA . 因此(/[以切)]，认)是一个解析元素，且可验证它可沿单 
位圆盘内从原点出发的任何曲线进行解析开拓.从而存在单位圆盘 
{vu | | w | <1 } 内的解析函数 F{xju) ，使得在 D r 内有 Fixv ) =/[^(^)]. 

容易验证是区域 D 上的解析函数，且在 a 的邻域内有 

只[发 _1 (之）]=/(之）•证毕. 

单值性定理有许多重要应用，例如当 Z > 不是单连通区域时，要得 
到 D 上解析函数的原函数，我们通常需要将 D 沿某些曲线剪开，其目 
的就是要使剪开后的区域是单连通的•又例如在本书第二章中我们考 
虑多值函数的单值解析分支时，常常需要将区域沿某些曲线剪开使其 
成为单连通的，目的就是使得我们在其上能够应用单值性定理. 

*§7.2 完全解析元素与二元多项式方程 

回到一般的区域.如果单值性定理不成立，则我们需要利用 
Riemann 曲面来讨论最大解析开拓的存在性. 

若两个解析元素 (/ i ， Ai ) 和 (/ 2 ， A 2 ) 满足且在 AiriA 2 
上，/^)三/ 2 匕），则称 (/ 2 ， A 2) 是 d /^的 直接解析开拓.为了利用 
幂级数的方法，我们一般要求 A 2 的圆心落在内.对于给定的解析元 
素 (/^ A 。）， 如果存在有限个解析元素(乂，^) 〆 ^，^)，… 〆 ^，^)， 
使得对& = 1，2,…，”，（/*，△*)是(/^，“—。的直接解析开拓，则我们 
称(/„，△„)是 (/ o ， A 。) 的一个解析开拓. 

对于一个给定的解析元素 （/ o ， A 。）， 其全部解析开拓形成一个集 
合，记之为 A . ifo ， A 。）， 即 

A (/ o , Ao ) = {(/，△)丨（/，么）是(/。，~)的一个解析开拓 }. 
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这个集合称为解析元素(/。4。)所产生的完全解析元素. 

一般说来，完全解析元素不能写成平面区域内的单值函数.对其有 
下面两种处理 方法： 

(1) 定义集合 D 为 

D = {^|存在(/，么)€3(/。，仏），使得：6厶}. 

不难看出 D 是 C 中的区域*我们在 D 上定义一个多值函数为： 
v zei)， 令 

Fiz ) = { fCz ) I 存在(/，么)€乂(/。，上。），使得：6厶}. 

可以看做 (A,A。) 通过解析开拓得到的一个多值函数 .A(/o，A。） 
中的元素都可看做 FQ) 的局部单值解析分支. 

(2) 利用 A(/ Q ，Ao) 定义一个 曲面仏 如果(^，仏）和 （/ 2 ，A 2 ) 都是 
乂（/。，乂）中的元素，八 1 门4#0，且在仏门厶上/〆^)^^^)，则将 
仏和 A 2 沿 A 1 flA 2 粘接•在3(/。， A。） 中做所有这样的粘接，由此所得 
的曲面记为兄以户记尺中 的点. 我们可在及上定义两个函数 Z(/>) 和 
F (户) 如下： 如果户€及,则存在(/，4)€4(/ 0 ，八。），使得户 e △，设以/0 
是点 ^eACZ C 在 C 中的坐标，定义 

Z ( p ) = z { p ) , F ( p ) = f[z(/>)]• 

则 zo >) 给出了及中的点的邻域的坐标，称为户点的局部坐标. 
f (户)给出了 i? 上一个单值函数，其在的邻域可展幵为 Z(f) 的幂级 
数，因而称其在尺上解析. 

R 称为由解析元素 (/o，A。) 确定的 Riemann 曲面， ( F ( p ) ，尺）称为 
C/o，A。) 的完全解析开拓. 

在第二章中，我们构造了函数/(2 )=^和 gCz )=^ 的反函数 

广 和 g _1 0)=Ln2： 的 Riemann 曲面，其就是我们上面对 
解析开拓构造的 Riemann 曲面的特例. 

下面我们以求解二元多项式方程尸0，*^)=0为例，对本节介绍的 
概念和方法作进一步说明. 

设 

N 

PCzjXv} = 2 

f+ j:k 

是一 2和 U； 的二元多项式.我们一般将其记为 
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P { z ， XV ) = p 0 < iz ) xv n + p x ( z ) w n ~ 1 + ••- + p n (, z ), 

其中/ >0(2：)，/>i O ) ，…，都是 J 2 ■的多项式.对2；和 W 分别 

都是解 析的. 我们以_和^分别记对2和 W 的导数. 

引理(隐函数定理）设点（^⑽。）满足方程尸(^。，如。）= 0，并且 

3 尸 

0^ 则存在 r>0 和解析函数 D ( zo 9 r )—^ DCzvo 9 r ) ，使得 

点（〜切）61)(5：。，/*)\1)(吻，幻满足方程尸(：2，加）= 0的充分必要条件 
隹 zv = fiz \ 

证明设==工+卜,如=« +〖1，其中工，3^和《，1都是实变量.设 
P ( z ， w ) =//0，>；，《，1；)+心0，>，“，1；)，则 

dP { , 3 H , , ^ . 9 G , 、 

= -^-(^0» w 0 ) + 1 ?^ o ) 

_ dG r 、 - SH , , 

0 ^ V-2^0 f ^0 ) 1 V-^O f^o)* 

因此利用 C-R 方程，实值函数 //Cr，_y，《，t；) 和 GCr，3；，《，t/) 关于变量 
的 Jacobi 行列式为 


3 CH , G ) 

3( w ， t 0 


3 H 3 H 

du dv 


'(ZqjZVq) 


： (z 09 Wq) 




7 ^ 0 . 


由微积分中的隐函数定理得，存在 r >0, 使得方程 

lHCx 9 y 9 u,v) = 0 , 
iGiscjyjUjv) = 0 

在 D ( zo ， r ) XD ( u ^ 0 ， r ) 上确定了 函数 

工+&，切=«+^；，得函数 w = f ( z ), 我们希望证明其是解析的.对此由 

尸 U ，/ U )) 三0得 

n dP ( z 9 /( z )) 9 P df 

o == -- = P 

oz aw oz 

0 p o jr 

而^关0,因此必须_ = 0，《； = /(幻是解析函数.证毕. 

在讨论二元多项式方程 PO ， m )=0 之前，我们先回顾一下关于一 
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元多项式的判别式的一些基本概念，我们知道对于一个多项式 
p ( z ) = a 0 z n + a x z n ^ 1 + •** + a nJ 

如果 z 19 z 2 r ^» z „ 是方程 p ( z ) = 0 的根，则 

△ = 4 _1 (2,.— 巧) 2 

称为多项式 />( 幻的判别式.由4的定义得方程 p ( z ) = 0 有重根的充分 
必要条件是 -^=0. 另一方面 , p ( z )~0 有重根的充分必要条件是 p ( z ) 

与有公因子.因此也是/ >(=) 与有公因子的充分必要 

条件.而△是的对称多项式，因而利用代数学关于对称多 
项式的定理，我们知道4可表示为基本对称多项式 

^1— 之1 + 之2 + …+ ; = — — » 

a o 

I j_ I a 2 

e 2 = 之 1 之 2 + 之 3 + … + Z „- iZ „ = — ， 

a 0 


e n ^ z x z 2 — z „ = (— l) n — 

Clo 

的多项式， sp △是 Mz) 的系数〜，^，…，^的多项式(参阅文献 [8]). 

对于一个二元多项式 P ( z ， w \ 首先用2的有理函数域代替复数 
域 C， 将尸 (z，w) 看做以2的有理函数为系数，变元 w 的一元多项式， 
则与上面相同讨论可得其判别式 d 是系数/ >0(2) ，仏 (2) ，…， /> n (z) 的 
多项式，因而△是 Z 的多项式.另一方面，如果多项式 P (2, W) 可分解 
为 P (.Z 9 zu ) = P liz fW) P 2 iz 9 w ) ，则求解方程 P ( z , tu ) = 0 与求解方程 
_P 1 (2：，uO = 0 和 P Z {z — 0 相同•因此在考虑方程 P(,ZfZv) =0时，我 
们总可以假定不能分解为两个多项式的乘积.特别地 P ( z ， w ) 

与1£无公因子.利用此则有判别式 a 是 z 的不为零的多项式. 

现设 ZiyZ 2 J *-^ Zk 是判别式方程厶=0的解，而 A+l，Q + 2, …，☆是 
方程/>。 (2:) = 0 的解，其中户。 (Z) 是■?(；£：，《;)中首项 te/ 的系数，则对于 
任意取定的 2：eC— {之1，…， q，5：*+i， … , zi } jZV 的方程尸 (Z，UJ )=0 有且 
仅有 W 个互不相等的解斯 ， W 2 , … ， w „ ，并且对 纟 =1，2, …，72, 有 
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因此由上面的隐函数定理知，存在 2 的邻域 DU ， r )， 使得方程 
= 0 在 _ D ( 2 ：， r ) 上确定 w 个解析函数 w , = w ,. 0 )， 2 ’ = l ， …， 《• 由于 2 是任 
意的，而这些解析函数之间互不相等并且是由尸 U ， w ) = 0 唯一确定， 
因此这些解析函数可沿 C — {^，…,^，^ +1 ，…，以中任意曲线作解析 
开拓.但由于 C —{☆ ，…，^，^ +1 ，…， d 不是单连通的，不能应用单值 
性定理，这些开拓一般与路径有关，因此如果不考虑方程尸(〜1^) = 0 
的重根，比照上面关于完全解析元素讨论中 （1) 的处理方法，方程 
P(z , xu ) = 0 的解构成 C — {q ，…，之 十 1 ，…，之，} 上一个 w - 值 函数： 

z { zui ， w 2 ，•“ 9 zu „}. 

IViCz } ， W 2 (2：) ，…是这一多值函数局部的单值解析分支. 

如果比照上面关于完全解析元素 
讨论中 （2) 的处理方法，我们希望构造 
一个 Riemann 曲面来表示方程 
P ( z 9 zv ) — 0 

的解空间.为此对 r _ = l ，2, …山作 a 
到％ 的互不相交的射线 L ,. 如图 7. 3， 

将 C — { z lf •^, ZkjZ k ^\j …， ☆} 沿射线 
U 剪开，剪开的两侧分别记为 L 广和 
L ~. 

以 D 记剪开后的区域，则 Z ) 是单 图 7 . 3 

连通的.利用单值性定理得 P ( z ， tv ) = 

0的 n 个解 xviiz ) ， w 2 0) ，… ， w „ U ) 可开拓为 Z ) 上的解析函数.取 W 块 
曲面 A = £>， f == l ，… ， n ，并将看做 D , 上的函数.由于对每条射线 
L } 上的点 〜尸 U ， w ) = 0 的《个解互不相等，因此取. G ) 可连续地开拓 
到 L / 和 f 上，但則(幻1~+与則⑴可能不 相等. 由于 { ten ( z )， 
W2O ) ，…， w „( z ) } 是方程尸0，《;) = 0在 r 固定时的所有解，因此对每 
一个 W ,(2：)， 必存在训(2：)使得 XVi ( z ) \ L +^ ZV t Cz ) \ L ~. 这时将 A 的 
与 A 的粘接.做所有这样的粘接，则我们得到一个曲面 i ? 和 i ? 上 
的两个函数 Z 和《；(=)，其中2将 A 中的点映为其自身的坐标，而 
xv ( z ) Id . = U)i ( z ), 在不考虑方程 jP ( z ， w ) = 0 的重根的情况下， 
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{穴，；2：，加(2：)}构成了方程尸 O，W )=0 的解空间.每一个点/及代表 
一个解，而解析函数 Z，U；G) 是这一解的数值表示. 

对于 P ( z,uO = 0 的重根，如果直接加到尺中会使曲面产生奇异 
性.例如我们可将第二章§ 2. 5中构造的 Vi 的 Riemann 曲面看做方 
程 w 2 —z=0 的解空间，当2 = 0时产生重根.如果直接将 ^-0 加入曲 
面，则 Z = 0 成了曲面的奇异点.以后在有关 Riemann 曲面的理论中， 
将讨论怎样在及中加入 P ( z , zv )^0 的重根的点，使得加入后的曲面 
没有奇异性，并且 z 和 wG) 都可亚纯开拓到新加进的点上，从而得到 
P ( z 9 w ) = 0 的所有解.有兴趣的读者可参阅相关的书，这里就不讨论 


§7.3 对称原理 

所谓对称原理 是指一个区域 D 的边界上有一圆弧八或线段），区 
域通过该圆弧（或线段）利用反演（对称变换）得到另一区域乃、使得 
D \ jnjD , 为一区域.如果 /u) 在乃内解析，在 du / 内连续，且 /a) 
也为一圆弧(或线段）时，则 /u) 可通过反演（对称变换)解析开拓至 
DU 川.首先我们证明一个简单情形. 

定理 1设 D 是一个区域，且位于实轴的一侧，其边界含有实轴上 
一个区间 7，/y 是 D 关于实轴的对称区域，再设函数 /(Z) 在 D 内解析， 
在 DU7 内连续且在 y 上取实值，则存在内的解析函数 
FU)， 使得在 D 内 F ( z )= f ( z ). 

证明 如图 7. 4,定义 

i/(z) y zenijy, 

F ( z ) = __ 

l/(z), 2 ： ^ ： D f . 

我们首先证明 fg ) 在 zy 内解析 .v ，则 sez)， 从而有 

t F ( z ) — F ( z 0 ) fix ) — /(i 0 ) - 

lim - = hm - 

z Zq z ~* z o 义 之0 

” / ㈤一 f ( z ~ o ) e , …、 

=hm - 二 - z - = J Uo). 
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再证 fu ) 在 D 连续. 显然只要证 f ( 2 ) 在 y u / y 连续即可.设 xe 
/，考虑函数 fg ) 在的极限.由 

\ imF ( z ) = lim fix ) = lim f ( z ) = fix ) 

«—►x z-^x z-*x 

推知 FU ) 在 nj 灯连续. 

现证 Fb ) 在 12 内解析.为此任取内的一个三角形: T ， 使得其内 
部落在 D 内•若 TCZD\Jrm TCD ! U 7, 我们有 

F ( z)dz = 0. 

JT 

若以上两种情形均不发生，则 7 必将： r 分成两个多边形: r \ 和 7 V 
f ( 2 )在乃和: r 2 的内部解析,且在边界连续，由 Cauchy 定理知 

« A 

F ( z)dz = 0, F ( z)dz = 0. 

J ' J T 2 

从而 F ( z)dz = 0. 

JT 

由 Morera 定理得 FU) 在区域解析.证毕. 

注 1 从定理的证明及解析函数的唯一性定理可以 看出： 关于实 
轴对称的区域上的函数解析开拓后，所得函数的值域也关于实轴对称. 

注2如果以表示我们在第二章分式线性变换一节中定义的 
关于实轴的对称映射，则上面定理可以表 示为： 函数 / U ) 可以通过对 
称映射 5(2) 解析开拓到 D = DUyusco ) 上，而 S 。/。 S 就是 / Q ) 在 
5( D ) 上的解析 开拓. 

解析开存在性作为解析函数的一种性质应该在解析同胚下保 
持不变.利用$的解析自同胚，即分式线性变换，可以将实轴变为 C 中 
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任意的圆或直线.因此定理1可以通过分式线性变换用一般的圆代替 
实轴，这就是下面我们要考虑的情形. 

定理2 设 D 为圆周 r 所围圆盘内的区域， Z ) 的边界含有 r 上的 
圆弧为 d 关于 r 的对称区域.再设 / u ) 在 Z ) 内解析，在 DU 7 连 
续，且 / go 落在一个圆周 r ' 上.若圆周 r 的圆心 6$/( d )， 则 / o ) 可 
以解析开拓到区域若托/(£0,则/(幻可亚纯开拓到 
区域如图 7.5). 



证明我们只给出证明的轮廓，读者不难补出具体细节. 

取两个分式线性变换 < p ( z ’ 、及 p ( w )， 使得将实轴映成厂， 
而0(切）将 r ' 映成 实轴. 现考察。/。由定理1，对 
) 可以进行关于实轴的解析开拓.从而 

/ = 1 。 F 。 < p -\ z ) 

可开拓至 a 

如果以&和心，分别表示关于圆周 r 和 r 的对称映射，则 d ，= 
Sr(D),Sr' 。/。心是/在 D ' 上的解析开拓，其将 D '= SrCD ) 映为 
Sr (f(D)). 定理2因此而称为对称 原理. 

习题七 


1. Sa = i ， 证明： 级数 


与 


\ az ~\~ a 2 z 2 + ••- + a n z n + ••- 




第七章解析开 is 


1 — (1 — a)z (1 — a ) 2 z 2 —… 

1 — z (1 — z ) 2 (1 — ^ r ) 3 

所定义的函数互为直接解析开拓. 

2. 幂级数 f f 与 br +§( —1)”^^ 的收敛圆盘无公共部 

»= 1 1 

分，试证明它们互为解析延拓. 

3. 设函数 f ( z ) 在 lzl < l 内解析，且在的邻域内满足条件 

/(2 z ) = 2 / O )/’ O )， 

证明： / U ) 可解析开拓到 C . 

-f -00 

4. 设的收敛圆周上只有唯一的一个极点，则幂级 

n = 0 

数在圆周上的每一点都发散. 

n = 0 

5. 设 / U )= ^ a n z n 的收敛圆周上只有唯一的一个奇异点 G ， 且 
这个奇异点是一级°极°点，则 

Hm = f 0# 

n—oo 

4-00 

6. 设 / U )=^> 〆 的收敛半径为1， 且〜 >0, 证明： 2 = 1是 

n=0 

/ U ) 的一个奇异点. 

7. 设 / U ) 在单位圆盘 A 内解析，在 △ U 3 A 连续，且非常数，再设 
KZ 3 △为一段弧， 证明： /00不可能是单点集. 

8. 设 / G )= f 的收敛半径为1，所有 系数〜 都为实数，并且 

n==0 

设又 =心 — + °°， 证明： 2 = 1是 / O ) 的奇点.试举例说明若仅有 

4-0 

n 

|5„|= -*+°°，命题的结论不一定成立， 

k =0 

9. 试问：在一 1<^:<1上定义的函数 

f { jo ) = , x # 0, /(0) = 0 

能否解析开拓到复平面 C . 

10. 证明： 函数 
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/O) = 


co 

s 


1 - z n 


在单位圆盘内解析，且单位圆周是它的自然边界. 
11. 试问： 以下函数是否多值函数？ 


(1) /U) = 


sin ^/~ z ~ 

~JV ~ ； 


(2) f ( z)=cos 


12. 设 /( 幻在 C 上亚纯，并且存在两个圆周尺，尺'，使得 /( A：)C 
尺'， 证明： / U ) 是一有理函数. ' 




第八章共形映射 


如果映射/: A ^ A 是解析同胚，则/ 称为共形映射 ，并称区域 
D 19 D 2 共形等价. 共形等价将 I 中的区域分为共形等价类.给出这种分 
类是复变函数的重要工作之一.而这其中首先需要考虑的是单连通区 
域的分类.这章中我们将讨论这一问题.我们知道 C 中的单连通区域一 
般可以分成三类：第一类是 C 本身.第二类是 C 一 U 。}. 对此类区域作 
共形映射 


则 D 被映成 C . 第二类与 C 共形 等价； 第三类是边界在 C 中至少包含 
两个点的单连通区域.在本章中我们要证明的 Riemann 存在定理将告 
诉我们，对于第三类单连通区域，必存在其到单位圆盘 ZX 0，1) 的共形 
映射.如果我们将共形等价的区域认为是相同的话，则忑中有且仅有三 
个不同的单连通区域，即 C ， C 和 D (0，1). 

Riemann 存在定理是单复变函数理论中最重要的定理之一.这是 
Riemann 对共形映射理论的重要贡献.一般认为 Cauchy 积分理论、 
Weierstrass 级数理论和共形映射理论是 单复变函数理论中的三个最 
重要的组成部分. 


§ 8. 1共形映射的性质 

设 Z) 是一个区域， /(=) 在 D 内单叶解析，这时 /(D) 也是区域，并 
且 /: /CD) 为解析同胚，即共形映射.在本节中，为了对共形映射 
作系统的讨论，我们先对单叶解析函数的基本性质作一些研究. 

定理 1 设 /u) 在区域 d 内单叶解析，则 v 关 0 .反 

之，若❿ 且 尸匕。）关 0, 则存在的邻域使得 /o) 
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在£>(&，/))内单叶解析 • 

证明 设/(幻在区域 d 内单叶解析.倘若存在使得 
f (2：。）=0，则5：。是 /Xz)—/Xz 0 ) 的阶零点.由分歧覆盖定理 
知，对/0。)附近的值 w，/0) — 在2。附近有； w 个不同的零点.这与 
/U) 的单叶性矛盾. 

定理1的后一部分结论是分歧覆盖定理的直接推论.证毕. 

推论 如果 /U ) 是区域上的单叶解析函数，则映射/: 

/(D) 是解析同胚. 

注意 函数^在 C 上解析，且它的导数恒不为零.但它仅是局部 
单叶的，而不是整体单叶的. 

当 /( 幻在区域 D 上单叶解析时，映射/: Z)— /(/))在 D 的每一点 
都是保角的，并且 /(d 作为解析映射同时是保向的.因此对于 Z) 内一 
个以有限条光滑曲线为边界的区域，如果我们认为其几何形状是由边 
界曲线之间的夹角决定的，则映射/保持这样图形的几何形状 . 因此/ 
称为共形 (保形)映射 (见图 8. 1). 



图 8. 1 


定理 2若 Z)CC 为单连通区域， /U) 在区域 D 内单叶解析，则 
G=/(D) 为单连通区域. 

证明 设厂是 G 内一条可求长的 Jordan 曲线，只要证其内部& 
[ G 即可 • 由于 /G) 单叶解析，它的反函数 z = 在 G 单叶解析，把 

G 映成 D， 并且将 r 映成 D 内一条可求长的 Jordan 曲线 7. 由于 Z) 是 
单连通的， y 的内部，因此我们只要证明即可. 

任取 zvo ^ G , ，由辐角原理知 /G)— 加。在 y 内部的零点个数 N>0 
可由下式表出 
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N 


2 ni , 


fCz ) 


7 f(z) — Wo 


dz = 土 


2 m _ 


dw 


w 0 


在上式中，当 / Or ) 将 7 的正向映成 r 的正向时，应选“+”号，否则选 
“一”号.由于而 

_ i_r ^ 1 

27ciJ rzu — zu 0 9 

由此我们推知7^=1，且 / O ) 将7的正向映成尸的正向.这说明 /( z ) 
在/的内部必能取到叫)，从而证毕. 

以下我们来讨论单叶函数序列的极限问题，它们将应用到 
Riemann 存在定理的证明中. 

定理 3设函数列 {/„ U )} 在区域 Z ) 内解析，且在 Z ) 上内闭一致 
收敛到一个不恒为零的函数 / U )， 再设 X 是 D 内可求长的简单闭曲 
线，内部属于 D ， 且 /( z ) 在7上无零点，则存在正整数 iV ， 使得当 n>N 
时， AU ) 和 / U ) 在 y 内部的零点个数(按重数计)是相同的. 

证明利用 Morera 定理，在第三章§ 3. 3的定理4中，我们证明 
了解析函数列内闭一致收敛的极限函数也是解 析的. 因此 / U ) 在 D 内 
解析.记 


ot == min I / O ) | • 

由于 / U ) 在 y 上无零点，所以 a >0. 因为 {/„ U )} 在 y 上一致收敛于 
/(2)，从而3 ”，当时，在7上有 

| 人 U ) — /( Z ) | O < |/( z ) I . 

由 Rouche 定理知 / U ) 与人匕)在7内部的零点个数相同.证毕. 

定理 4 ( Hm*witz 定理） 设对《 = •，函数/«(^)在区域乃内 

单叶解析，并且函数列彳人 &)> 在 Z ) 上内闭一致收敛于函数 / U ), 则或 
者 / U ) 恒为常数，或者 /( z ) 在区域 D 内单叶解析. 

证明 首先注意到 /(=) 在 K 域 Z ) 内解析.如果 /( 幻恒为常数，则 
定理得证. 

现设 / U ) 不恒为常数.倘若 / U ) 在区域 D 内不单叶，则在 £) 内存 
在 (々关 A ), 使得/(々）=/(々）•以义(）=1，2)为圆心作充分小的 
圆周 使得厂 及其内部都包含于 D 内，且7,所围的小圆盘互不相 
交，并且 / U )— /(；^)在上无零点•由定理3可知当 7 Z 充分大时 
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/«0)—/0^)在广0=1，2)的内部至少有一个零点.这与/；(>)的单叶 
性矛盾.证毕. 

例 如 果令又 = ^ •，则 /；&) 在 C 上是单叶解析的，且在 C 上 
内闭一致收敛于 0. 


§ 8. 2 Riemann 存在定理 

Riemann 存在定理（也称 Riemann 映射定理）是单复变函数几何 
理论的重要 基础. 1851年 Riemann 给出了此定理，但其证明中存在一 
些缺陷，1869年 Schwarz 用不同的方法严格地证明了此定理. 

定理1 (Riemann 存在定理）设 DC C 为单连通区域，且不等于 
<0，再设任意给定％€乃，九€[0,270，则存在1)上唯一的一个共形映 
射 /( z ) 满足： 

Cl ) /(幻将 D 映成单位圆盘 ZK 0，1); 

(2) /( 之。 ）= 0， arg /' 0。）=夕 0 . 

Riemann 存在定理告诉我们如果 C 中单连通区域 D 参 C ， j ^! l 其必 
解析同胚于单位圆盘 • 定理1中的映射/也称为是 D 上的 Riemaim 映 
射 • 

为了证明 Riemann 存在定理，我们需要做一些准备工作. 

设£>是单连通区域，是给定 的点. 如果/: D — 1)(0, 1) 是满 
足 fCz 0 )= 0 的解析同胚，则对于任意 Z ) 到 ZK 0，1) 的解析映射 
D — £)(0，1)，若 茗 0 0 ) = 0,必有映射 g 。 / _l ： D (0，1)— D (0，1) 满足 
贫。 / _1 (0) = 0. 因此由 Schwarz 引理得 

I ( 发。 广 "（ O ) I = I 发 ’ O 。） • [尸 (^ o )] _1 1 < 1- 
由此得到|，（^)|<|[/'0^。)]|，并且等式成立当且仅当 
fiz )^ g ( z ) e d 9 其中 0 为常数. 

如果 Riemaim 存在定理中的映射/存在，以上讨论告诉我们|尸( 20 )| 
是所有满足 〆 2。) = 0的解析映射 D (0，1) 中 Ig ' U 。） | 最大的一 
个.因此我们考虑由所有满足上面条件的函数构成的空间.定义 
^={ g\gx Z >(0，1) 为解析映射，且 &(以）=0}. 






在 災上定 义一个映射仍 茨一 R 9 < p ( g )= \ g f Cz Q )\. 我们需要证明 w 在 
梦 上有最大值.对此，比照闭区间上连续函数最大、最小值定理及其证 
明，我们希望在^中定义一个极限，使得 P 对于这一极限是连续的，而 
^对于这一极限是紧的，即^中任意序列对于这一极限都有收敛子 
列.对于前者，利用我们前面已经讨论过并且较为熟悉的内闭一致收敛 
的概念，我 们在# 中按下面的方式定义极限. 

定义1 茨 中序列 （ AU )} 称为在$中 收敛于 / U )， 如果 
{/„&)} 在 D 上内闭一致收敛于 / U ). 

利用第四章§ 4. 2中定理2的推论，我们知道解析函数列 {/„ U )} 
如果内闭一致收敛于 / Q )， 则其任意阶导数/^(幻也内闭一致收敛于 
f k \ z ). 因此对于上面定义的极限，映射 < pig )= If U 。） | 是连续的.而 
对于^相对于此极限的紧性，我们将利用解析函数的另一重要概 
念——正规族进行讨论. 

定义 2设为区域 D 内的一族解析函数， AeD . 我们 
称这一函数族斤在心是正规的，若存在 a 的邻域 ZXz 。 ，们，使得对任 
何函数列 { AUMciy ， 存在子列 {/„ A U )} C ={/„ G )}， 满足在 
内一致收敛•若函数族冗在 D 内的每一点都正规，则 称冗在 
D 内正规，或称^是 D 上的正规族. 

容易看出^在 Z ) 内正规的充分必要条件是对^中任意的函数 
列 { AU )} 和任意紧集 KCD ， 都存在子列 {/ nA U )} c {/„ U )}， 使得 
</„ a G )} 在紧集 K 上一致收敛. 

定义3设 D 是一区域，^是 D 上的一族函数.如果对任意的紧 
集尺 cz )， 都存在常数(尺），使得对任意的 / o ^ e # 和尺 
有 l / G ) I < M ，则称函数族 斤在 D 上内闭一致有界.如果对任意紧集 
尺 CI _ D ，V eX ) ，3 S = SCs ： fK )^>0 9 使得当 zi , z 2^： K , \ z \ —之2 1 时，对 
任意有 

|/(^l) — /( 之 2) I < t 

则称函数族冗在 D 上内闭等度连续. 

下面给出的关于正规族的重要结果—— Montel 定理不仅在 
Riemann 存在定理的证明中有重要应用，而且在复变函数的其他方面 
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也经常被用到. Montel 定理的推广至今仍是复变函数研究的重要对 
象. 

定理 2( Montel 定理） 设災是区域£>上的一个内闭一致有界的 
解析函数族，则冗在 D 内正规. 

证明我们分几步来证明此定理. 

首先我们证明^在 D 上内闭等度连续.设紧集 p = 
dist(X，aD) ，则 ,o>0. 构造另一紧集 

X 7 = { 之 2 ： 6 D,dist(z f K) ^ j* 

由于方在 t 上一致有界，存在)>0,使得对任意的 / U)G 

，，V zeK r ，有 


|/(之）| 


现设 2：1 ， A 6尺，且 I =1 — 22丨，则圆周 I 丨 = f 的内部属于 
K'. 由 Cauchy 公式得 


1/( 之 1) — /( 之 2) I = 


J_f /(D _ 1 f /(D ■广 

2 兀 i. y ( — z 1 2^ti fc y % — z 2 


kl — ^2 I 

2 n 


f(Q 


Zi ) 


dr 


I 


< 


ki — ^ 1 


M 

2 4 


• 2 兀 




AM 

P 


之 1 一之2 I • 


因此对于任意£>0,令 




则当 \ z 1 - z 2 \< d 9 z 19 z 2 eK 时，就有 

|/( 之 1) — /U 2 ) I < e. 

这说明了函数族^在 D 上内闭等度连续. 

设为任意给定的一个函数列.取 D 中的一个序列 
{ Z n } ，使得集合五= Ui ，: 2： 2 ,…，心，…}是 _D 的稠密子集.例如可将 D 中 
两个实坐标均为有理数的点排为序列首先我们证明存在 {/„(=)} 
的子序列{人/=)}在£上点点收敛. 
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事实上， {/„(>)} 在有界,从而存在子列{/^(^}(={人00} 
使得收敛.依次类推，我们可以证明存在 {/ uCO } 的子列 
{九 h ^ u )} 使得 {/ n ,* +1 o * +1 )> a = i ，2, …）收敛.由此我们得到下面的 
函数列 方阵： 

,1.1( 之） fz t i( z ) AlO) … 

y \，2(2) f 2, /^( Z ) … 

f 1,3 ) f2,3^ z ^ ■/sdb) … 

• • • • • • • • • 參#« 

fl t nM f 2 、办、 / 3 , n O) … 

♦_» 畢 ♦參 «♦« 

这个方阵具有以下 性质： 从第二行开始，每一行的函数列均是上 
面一行函数列的子列，且第々行的函数列在…， Q 收敛•我们取 
此方阵的对角线序列{/„,„(%)}，则它在五上收敛. 

最后我们来证明 定理： 设 {/„(2)} CI # 和 KCIZ ) 是一个紧集.选 
D 的一个稠密子 集五和 {/„ A (d }<={/„(>)} 使得{/„ 4 (2)}在£上点点 
收敛 • 我们希望证明在 A ： 上一致收敛. 

由于 {/ qU )} 在尺等度连续，因此 ，V £>0,3 5>0,当 
卜一^|<3时，就有 

l / n /^ l ) — 八<>2 〉 I < +• 

选取内的有限个圆盘 rjij = i ，2, …， N ) m 盖 尺，使得每个 r , 

的半径小于由五在 z > 内稠密，从而每个 r 7 中必有£中的点.在八 

内任取一个£中的点并且将其记为 由于入 4 ( z ) 在，…，^}收 
敛，从而存在 V ，当时，有 

\fn k (.Z ： j) — f„ k > (Zj) I < 音 ，1 < X 从 

对任意的 = GX ， 它必属于某个 A ， 注意到 r , 的半径小于，从而 
k — .由的等度连续性，我们有 

\fn k M ― fn k ， (^) | < \fr ， k (z} — f nk {Zj)\ + l/^Zj) — ( Z j) | 

+ IfnyiZj) — /„〆 之 ）I < e. 
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这表明 在 K 上一致 收敛. 证毕. 

经过上面准备，现在我们来证明 Riemann 存在定理（定理 1). 
Riemann 存在定理的证明我们可以假定札 = 0. 事实上，如果存 
在共形映射 / U ) 将 D 映成单位圆盘/)(0，1)，满足 f ( Zo )= o , f ( Zo )> 
0,则当 00^0 时， e %/ u ) 将满足定理1的要求. 

现在假设％ = 0,定理的证明分以下几步进行： 

(1) 考虑乃内解析函数族 

叉 = {g^lg(^o') = 0,g f (z Q ) > 0 且 I 尽 O) I < 1}. 

由于我们讨论的是共形映射，因此可以仅考虑 # 中的单叶函数， SP 假 
定发€東，则 g 是 D 到 D (0，1) 的某一子区域且满足条件发(之。） = 0 , 
g f Uo )>0 的共形映射. 

首先我们证明在牙中这样的 〆 幻是存在的.任取 C 且 
由于 D 是单连通的，函数 2 — a 在 Z ) 内处处不为零，因而在 D 内 

有两个单值解析分支.将的两个单值解析分支记为 
冬=士 =土 -Jz ~ a . 

对于任意之 1，2：2€ D ，由[^心）一 〆 々）][ 〆 々） +9(2:2)]=;^— 之 2 ,因此如 
果心关 A ，则 < p ( zO ^< p ( z 2 \ 于是得 〆 2) 在 D 内单叶.同理，如果 
f (之 1)=— 史(之2)，则 Z X = Z 2 并且与2 — a 在 Z ) 内处处不为零 
矛盾.所以 

9( D ) f \ {-队 D )} = 0. 

记•设 G = f ( z 0 )， 取 r >0 充分小，使得 Z )( f 0 ， r ) cm ， 则 
D (_6， r)C {— 〆 !)）}，因而乃（一？。，/*)|1 0 = 0. 取一分式线性变换 
及(？），使得及 （ r 。） = 0,并且将 ao (—匕， r ) 映为单位圆周•因而， 
i ? 。将 Z ) 映成单位圆盘内的一个单连通子区域.设 

9 = — arg(i? 。 9>)’O 0 )， 

则 g ( z ) = e iff i ?[^<2：)] G #. 

所以災关 0. 

(2) 记 

^ = sup { 〆o 。） ige ^} , 

则 A >0. 我们先证 A < + oo . 事实上，取 r 0 >0, 使得 ZK 之 0 ， t * 0 )( ZZ ) •在 
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= piarg^ * _ 1 _ • 1 — \ a \ 2 

1 - \b \ 2 2 b 

~ 2 \b\ >L 

由于 FU )= A [/ u )] e $ ，并且 

犷 （之。） = h f CO)f(z 0 ) >f f Cz 0 ) = A , 

因此与 A 的定义 矛盾. 这说明 / U ) 将 Z ) 映满了 ZK 0，1). 

(4) 最后证明定理的唯一性部分.设 D — zko ，〗） 的共形映射 
/_；(之）( > ;=1，2)都满足/)(2。）= 0，/；0。）>0.考察1)(1，0)到£)(1，0) 
的共形映射 


F ( W ) = f ' 。 /^(切）， 

则 F (0) = 0 .由 Schwarz 引理得 \ F ( zv ) |w |，从而当 z ^ D 时有即 

^ i / iU )| < \ fziz )\. 

若考虑 F - Vw ) =/ 2 。厂 1 (加），同理可推出 

|/ 2 (^)| < lfi ( z)h z e D . 

因此 IAU)I = |/ 2 U )|. 

由此推出，存在实常数《，使得在 Z ) 内成立 

/ i (^) = e ia f 2 ( z ). 

由于// 我们推知 a =0. 这样我们便证明了 A ( z ) = 

/ 2 ( z ). 证毕. 


§8.3 边界对应 

共形映射/:乃― / CD ) 如果可连续开拓为 S 到万万7的一一映射， 
并且其逆映射/― 1 : 也是连续的，则/: d — 为连续的 

同胚映射•这时/必将内点映为内点，边界点映为边界点. 

我们知道平面内的单连通区域 Z ) 的边界可以是非常复杂的.设/: 
D — A 是一个 Riemann 映射 ，一 般说来/不可能延拓成 D — A 的同胚 
映射.但在很多理论问题中， D 往往是具有较简单的情形.本节我们主 
要介绍 Jordan 区域的情形. 

定理(边界对应原理）设区域 D 的边界厂是一条 Jordan 曲线， 
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/是 D 到单位圆盘 △ 的一个共形映射，则/可以扩充成的一个 
同胚映射即/是;的一个——对应，并且/在 D 上连续， 

在5上 连续. 

•证明 （1) 先证明函数 / G ) 在 D 内一致连续. 

倘若 fiz ) 在 D 内不一致连续，则存在正数(不妨设 £ 。<1)及 D 

内两个点列{<}，{，}，使得对任意的 n ， 有 id |<丄，但 

71 

|/(心— / O :) | > e 0 _ 

由于 D 是有界区域，所以有一个子列收敛到一点匕为了记号简 
便，我们不妨假设由 kl — 2 ^ 1 — O ( w -^ oo )， 我们推知 \ imzl = 

^ 因为 / U ) 在 d 内解析，从而它在 £* 内连续.由此看出 f 必属这 
是因为倘若 fer »， 则 

lim|/(^> -/U：)| = i/co -/(Oi = o, 

这与 l /(<) — / Ul')l 彡 e 。 矛盾. 

现记 rv ’„ == f ( z : ) ， u/J = f ( z :), 由于落在 △ 内，从而它们又 
存在收敛的子序列，为了记号简便起见，我们仍设 


卜1 — Wl = 1/( 之 1) — /(<) | > £。， 

推知 -^| 

由于 / U ) 的反函数2 =尽(《；)在 △ 内单叶解析，我们推知 u / 与 za rf 
必落在 a △上. 

现取定/>内一点 2 。，由于厂是 Jordan 曲线，我们可以作一条连结 
々与 f 的连续曲线 A 使得⑺ CD •在 A 内取定两点叫，奶，使得 

当 n 充分大时，线段^ T 和^ I 之间的距离大于,. 

为圆心，作半径为 r 的圆周 C r ， 使 
得 z 0 在 C r 的外部，如图 8. 2. 由此我们可以得到 Jordan 域 D r ( ZD ， 使 
得 D r 的边界是由两条 Jordan 弧构成，其中一条是 CV 的一部分，而另 
—条是 r 的一部分. 
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当 r 充分小时，点 ZiyZ 2 落在 Dr 的外部，设线段说仰1和 Zt» 2 wl 在 D 
内的原象是匕，7 2 .当 w 充分大时,都将落在 A 内.设 A，7 2 与 G 
的交点分别为匕，( 2 ,于是我们有 

• < 1/(0 — /(? 2 )1 = f 2 f(z)dz 
2 J ?! 

= (? + re '^ rie ^ d ^ 

< C 2 r\f^ + re id )\dd. 


由 Schwarz 不等式得 


4 

4 


< 


■ £\ 

[ 2 r\fa + re iff )\dd 

•J 汐 i 


<27 trfV |/ / (? + re i (? )! 2 d ^, 


即 f <2^ f 2 r \ f ( J ： + re e )\ 2 d 0. 

4r J ^i 

上面不等式从 f 到灰对 r 积分得 

yin 2 k [ dr \ 2 r\f + re ^) \ 2 dd 
4 P Jp 


< 2tc I /’ O ) 1 2 d<7 = 2 tt 2 . 

D 

令^0,从上面不等式推出矛盾.这说明 / Q ) 在 D 内一致连续. 
(2) 下面我们证明 /( 幻可连续延拓至 B . 为此先定义 r 上的值. 
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设 ？ er ， 我们将证明存在以下 极限： 

lim f{z). 

如若不然，则存在 D 内点列?和 G 使得 

lim/(zl) = vJ , lim/(z^) = xv". 

rt—oo ”4 00 

且 Tx / ^ XV ， f . 这样一来，当 《 充分大时，有 

1/(0 - /( 之 :) | > y |w / — w〃|. 

这与 /(Z) 在 D 内一致连续矛盾. 

因此对任意的我们可定义 

/(?) = lim f(z). 

设 ter ， 任给 e>0, 由 /(Z) 在 D 内一致连续，存在5>6,使得 D 
内任意两点=1，2：2,当 |=1 一 =2 | 时，有 

l/(^i) — f(z 2 ) I < e. 

现对每一 Kr ， 且 I 卜匕|<|>取 

之 e d ， \z-^\ <^, |/(^> - /col <f ； 

e D, \z 0 -Col <-|, l/Uo) - /(?o) I < y. 

这时 2 与2：。满足 

— ^0 I ^ \z ~ ^\ + I? — to I + \^ 0 — z 0 \ <C d t 

从而有 

I / O ) — f ( z 0 ) I < e . 

因此当 I ?— Gl <| ■时有 

1/(0 - /(?o) I < 1/(0 - /U) I + \f{z) - /Uo) I 

+ \fc^o) — /Xfo) I 〈 

这说明了 / u ) 在 r 上连续•由 /u ) 的定义，我们可知 /( 幻在 S 上连 
续.易知 /(nczaA . 

同理，我们可以证明 〆 在△内一致连续.类似地，对 wea △，定 
义 
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g{W) = lim g(xv ) 9 

则 〆 加)在 5 上连续，且 g ( aA )[ r . 由此 /^《( u ；) 在5连续，当切€4 
时， 

/ 。 g(tu) = ZV. 

由连续性知上述等式在 S 上成立.这说明 / U ) 是 D 到5的一个同胚. 
证毕. 


§8.4 共形映射的例子 

由上节证明的 Riemann 存在定理，我们知道 C 中边界多于一点的 
单连通区域 D 都存在共形映射/，使得将 D 映为单位圆盘△.由于 D 
的复杂性，这样的/ 一般不可能是初等函数.另外，我们知道当£>是一 
些特别的区域时，/可以有简单的形式，如 D 是上半平面时，/可以（并 
且一定)是一分式线性变换. 

在本章中，我们讨论一些区域之间的共形映射的例子，这些映射可 
以由初等函数来实现.因此在本节中，我们要求读者应该熟悉基本初等 
函数如分式线性变换、指数函数、幂函数等的映射性质. 

例1设 H 表示上半平面，并令 D = — [0，认](/1>0)，求把 D 

映为//的共形映射. • 

解首先利用 

q = 之 2 ， 

把 D 映为 A = C —[-A 2 ,+oo) ; 再作平移变换 

z 2 = z x + h 2 f 

把 A 映为 d 2 = c —[ o ，+ ⑴）； 最后作变换 



将 Z ) 2 映为上半平面//，这里根式是取的那个分支.所以函数 

zv = -Jz z h 1 

把 Z ) 共形映射成为上半平面//(如图 8. 3) .把 D 的边界（一 co ,0) 和 
(0，+«3)映为//的边界（一00，一/ 1 )和(/ 1 ，+^). 
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H 



D 

•hi 

o 

X 

y, 



D' 

-h 2 o 

X 


y, 

H 

o 

X 


y , 


o 

X 


图 8.3 


例2 求将单位圆盘 kl < l 内去掉线段1含，1)的区域 D 映为上 


半平面//的共形映射. 

解作分式线性变换 


. 1 — 之 


心 1 — 

把 Z ) 映为由例1知，变换 


w 




把 A 映为上半平面//(如图 8. 4). 所以变换 
/ 

2i 


zv 


1 一之 


〜 \1+ zl + T — 3(1 + 之） 

把带裂缝的单位圆盘 D 映为上半平面 

注 用两种不同的方法实现 D 到 H 的共形映射，所得的映射函 
数在形式上可以不同，但这两个函数只能相差一个从上半平面到上半 
平面的分式线性变换.如例2中先作儒可夫斯基变换 


V (2 z ~ 1)0 — 2) 




把 Z ) 映为 C — 


- 1 ，. 


;再作变换 
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: 1 - S’ 


把 A 映为 Z ) 2 = C — [ —1，1] ; 然后作儒可夫斯基变换的逆变换 


之2十 


\j z\ — 1 ， 


把 z > 2 映为 k 3 |< l ， 其中根式取^ 2 >1时为负的那个 分支; 最后作变换 

■ 1+^3 

= 1 ；- ， 

1 — 之 3 

把1^ I <1映为上半平面所以复合函数 

. ^/2~(z + 1 ) 

= 1 

V(2z - l)(z - 2) 

把映为 w 与^只相差从//到 H 的分式线性 变换： 


_ 

W — — 3^! * 

下面讨论由两个圆周所决定的 区域. 当两个圆周围成一个单连通 
区域 D 时，我们总能求出 Z ) 到 △ 的共形映射 < p( z ) t 一个基本的方法是 
利用一个分式线性变换将圆周上的某个点映到〜，从而可使一些圆周 
映成了直线. 
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例3设 D 是圆周 



和虚轴围成的无界区域，求把 D 映为上半平面 H 的共形映射. 
解先作变换 


它把虚轴变为虚轴，实轴变为实轴，因此把与实轴正交的圆周 



映为与实轴正交的直线 Reh = l， 把 Z) 映为£) 1: 0<R e ^<l; 再作变换 

z 2 = Tdzi 

它把垂直带形域 I): 变为水平带形域乃 2 : 0<Imz 2 <7r； 最后作变换 

w = e Zz t 

把带形域 D 2 变为上半平面所以函数 

1Q 

zu ~ e z 

把 D 映为/ /( 见图 8.5). 



图 8.5 
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例4 求把圆盘 k 一 1|<2和圆盘 k + l |<2 的公共部分 D 映为 
上半平面//的共形映射. 

解容易求出圆周 k+l | = 2和 \ z~l | =2的交点为 2 =士^/"§\ 
作分式线性变换 

— z — v^3~i 

Z y j . , 

之 + V3 i 

它把 


1 , vT. 

— 1 7+丁 1 


1 I12: 




所以它将圆周 k 一 11 =2 变为过原点与〜的射线 A ，将圆周 4 十 11 = 
2变为过原点与〜的射线 L 2 ( 见图 8. 6) .为了看出 D 映成了哪个角 
域，我们只要注意到 z = 0 一 1就可以发现它将域 D 变为角域 

n 2玎/ / 4兀 

D X i —■ < arg 々 < — 
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它把乃:变为角域 Z ) 2: 0< ar g z 2 <f •最后作变换 



它把角域 D 2 变为 H . 所以复合函数 


zv =- 


Z 


~ vTi 

十 


1 


把 D 映为 H (见图 8. 6). 

在本章最后，我们来讨论一个给定边界条件的共形映射问题. 

例5 设见与 私是平面内两个矩形区域，证明 存在尺 到&且 
满足顶点相互对应的共形映射的充要条件是 札与尽 的对应边成比 


证明 如 果私与 /? 2 的对应边成比例，不难看出通过平移、旋转及 
伸缩变换，我们就可以将於映成於，并且保持私及尽的顶点相互对 
应. 


现在假设存在 A 到及的共形映射 / U ) 使得它保持私及 i ? 2 的 
顶点相互对应.通过平移及旋转变换，我们不妨 假定化 的四点顶点是 
十 ( j ： j >0 9 yj >0 fj = lf 2 ') ，并且 
/(0) = 0, f(x' 、 =x 2 , /O ! 十 yi\) = x 2 十 y 2 U f(yiO = 

由于矩形区域均为 Jordan 区域，类似于边界对应定理的证明，我们推 
知 / U ) 可延拓成 艮到艮 的同胚.再由顶点对应，我们可知 / U ) 将 
[0, x 3 ] 同胚映成 [0，： r 2 ]， 因此我们可以用对称开拓的办法将 / U ) 解 
析开拓到矩形 区域私 关于实轴的对称区域 设私关于实轴的对 

称区域为穴“不难看出开拓后的函数是私 UCOdJU〆 到 R 2 U 
[ o , x 2 ] Ui ?2 的共形 映射. 

由于 / U ) 可沿着矩形区域的各边不断地解析开拓下去，我们推知 
/( d 可开拓成复平面 C 到自身的共形映射，从而具有形式 

/ O ) — az b , 

由/(0) = 0，/ / (0)>0，知/(之）=似0 1 >0).由此我们推出 

心 =1/(^> I = \ay^\ = = y± 

^2 l/Cxji) I \axii I xi 
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证毕. 

以上例子告诉我们矩形区域的边长的比可以认为是某种共形不变 
量.这个简单的事实在其他学科(如拟共形映射)有重要的应用. 


习题八 

1•设/(幻在区域 D — ( z 0 }( z 0 € D ) 内解析， a 是 / G ) 的一阶极 
点,厂是 Z ) 内的 Jordan 曲线，其内部记为 D 1 , z 0 eD l CD . 假定 / O ) 将 

r -映成 Jordan 曲线 7 ,且把厂的正向映成7的负向.证 明： / U ) 必 

将 r 的内部单叶地映成 y 的外部. 

2•设 / U ) 在 Jordan 区域 D 内解析，在 D U 3 D 上 连续. 若存在一 
段弧 Y [ dD 使得 f ( z)=a /，证明在内 f = a . 

3 . 设 / U ) 是一整函数，并且将实轴映为实轴，将虚轴映为虚轴， 
证明： /( z ) 是一奇函数. 

4. 设 D 关嘗是一个单连通区域和別 eD •现已知存在一个 D 到 
k |< l 的满足 /( a ) = 0 和/'(〜）=1的共形映射 / G ) .试从 /( z ) 出 

发构造 _ D 到 k |<1 的满足 发 O 。） = ^■和 〆 ( 2 ： 0 )> 0 的共形映射 g ( z ). 

5. 设 D 祥贫是一个单连通区域和 “ ei ), 证明： 存在唯一的正数 
r >0 ，使得存在 D 到 ! zl < r 的满足 / U 0 ) = 0和 /' U 。） = 1的共形映射 
f(z). 

6. 设 。是 Jordan 曲线，其围成的区域为 D . 若 

之1 f ^2*^3 是厂上 

三点，是单位圆周上三点，它们均按正向排列，证 明： 存在唯 
一的共形映射 /(之）： D —^\ xv \ <1，使得 xvj = f ( zj } 9 j ~ l ，2,3. 

7. 设 A 是过 一 1，1 的任意 圆周， 两点不在 A 上，且 = 证 

明 ： A 中有且仅有一点位于 A 内部. 

8. 设尺产 U | l <| z |< r ,}( j =-1,2) 是两个圆环，证明：存在私到 
沁的共形映射的充要条件是 r 1= = r 2 . 

9 •设乃是可求面积的区域， / O ) 是 Z ) 到 D (0,1) 的 Riemann 映 
射， 证明： ^\ f ( z )\ 2 dxdy ^ K . 

D 

10. 设单连通区域 Z )^ C 碼足： 

(1) 0 GZ )； (2) 若 zeD ， 则一之 ezx 
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设 /( 幻是 D 到 ZK 0，1) 的 Riemami 映射，并且满足/(0) = 0, 证明： 
/0 O 是一奇函数. 

H . 设 d 是 c 中的区域， aD 由两个不相交的圆周组成，证 明：必 
存在分式线性变换将 D 映为圆环 D (0, r ， l )= U |0< k |< l }. 

12. 求出以下区域 Z ) 到上半平面的共形 映射： 









部分习题的参考解答或提示 


第一章 


1. cos ^+isin ^ ; ( V ^2~ )"cos ^ + isin ^; 2( V ^2~ )"cos 

1 q / - 2 jLk 2 kS 

2. -V 2 e l 40 ，是 = 0，1，2,3,4. 

3. c x [cos Qylnc ) + isin ( jyln ^)]. 

4. 平行四边形对角线长度的平方和等于其四边长度的平方和. 

5. 旋转(乘， ) 后可设 ^ = 1. 

8* (2) 直线是以 oo 为圆心，+〜为半径的圆. 

12. 利用 S 是闭集等价于 S 包含其所有极限点 • 

i 4. 仏存在 d 中唯一的最大连通开集 o , 使得 &ea 


18.令 


: cos 汐 +isin 汐. 

a 2 


23_ ( l + i >^ + 2 a ^ a _ 




25. 直线或圆. 

*27. 因 /(^) = oo , 需对因变量和自变量都作坐标变换，函数为 



笛 一 



4. /( C) 中无内点，因此 

6. (1) a+c = 0;iy(:r，jv)=6:c 2 — 办 2 — 2a:c：y+f， 其中 f 为任意常数. 

9. 对任意开集 [[ | 尸⑴ | 2 dS ， 因此 |/ U )| e 1. 

% b 

*12. (3) 令 W = (2：— 2 ； 0)A(5：) ， 则 2 ： — W 局部是一一对应的，而 ZV—U n 局部是《 
对1的. 

•13. 参看§4 中定理 5 的证明. 

18. e* 在 D(0，1) 上单叶，因此 D 的面积 
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//* 2 買 (*1 广 2 蕙 I 十的 \ ( +^° —imB \ 

MD) ^\i |e ” 2 遍 r = U 。 IS^rll S rAeAr - 

逐项积分可得. 

19. (l+i) <1+；) = e° +i:,lna+i) . 

20. 由: y>0 时，1^(工，_>0>0，而 口( < 0：，0) = 0，得^ 1/ ^^’0>>0，再利用 C-R 方程 • 

21. 利用 A—2 2 =(v ^7—^^7);/!=— / 2 . 

28. 利用复变量表示 /U) 的微分. 

第三章 

3. 证明局部有 G — a ) 的幂级数展开. 

8 - = /⑷心 

9. 利用 Morera 定理. 

11. 利用幂级数收敛半径的公式. 

15. 取 仏对 任意 7 i,/ ( ”) U) 在 DG：。,/*) 内仅有有限个零点. 

18. 利用厶 =pV(e 勺 d 久 

Jo 

19. 利用 A(Z>)= [[ \ f ( z )\ z da : dy . 

D(o,n 

20. (1) iER <\ z \^ R F 上对 — ’( A) 应用 Cauchy 公式，再令兒 —oo, 

z 

22. 利用最大、最小模原理. 

23. 在及对~应用第20题中的 （2). 

Z 

24. 利用平均值不等式. ’ 

"25. 平方可积则函数有界. 

27.〜 31. 利用 Schwarz 引理. 

32. 参考§ 3. 4中的例 4. 

33. 令户⑺=公 

k=o K • 

第四章 

2. 对 cos(l — 应用和角公式. 
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3. 逐项积分. 


4. 此题是多元复函数中可去奇点的推广形式. 

7 -考虑 fs ， 

8. 如果/: ZX 0,0，1)—/)(0， r , i ?) 是同胚，考虑/(0)可能的情况. 

9. 设 Q 是尸(2)和尸0)的《和 / n 阶零点，比较 ri 与 


11. 利用 Weierstrass 定理证明如果 z 。 是/(幻的本性奇点，则其是 gLf ( z)l 
的本性奇点. 

+ oo 

12. /( 之）一7^=乏](知以 之=1 为可去奇点 • 

丄 Z n=0 

15. 与多项式比较. 

16. 比较单位圆盘上类似的定理. 

*17. 不妨设 /( z)= M + iT ； 将上半平面映为上半平面，则在 R 上/(工）= 


⑴ >0，/ Gc ) 严格单调（因是一一映射).如果2： = oo 是/(2)的 n ( w > l ) 阶极 


点，则对任意 : r € R ，/ G )=： r 有”个解.但只有一个实数解，与假设矛盾.同理，由 
Picard 大定理，⑺也不能是 /Or) 的本性奇点. 

18. 前者成立，后者不成立. 

* 24 - 证明 (i) 2 _ § 在 c 上解析且有界. 

n = 一 oo x f 

26. (1) 2 = e 、+ c ， 即 C 的平移和 旋转. 


(2) w = 


az-\-c 

— cz-\-a 



3. 注意 zi — ~ a 4 . 

4. Res (/， A ) = 0 的充分必要条件是 / GO 沿任何围绕 & 的闭曲线的积分为 

零. 

5. (1) 由留数定义并利用积分变换； （2) 证明 Res (/，0) = 0. 

6. 5* 

7. 将 /(20=<3„：3：” + - ha 。 与 比较 • 

9. 利用有界区域 Rouch 6 定理的证明方法. 

10. 利用 Rouch 6 定理及第9题. 

H . 反证法•若/不取证明+为常数. 

J —a 

13. (幻在 UKp 上一致收敛于 - j 1 、 2 . 

(1 — 2 ：) 

14. 八 (2) 在| 2 |<尺上一致收敛于 e *. 
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第六章 


x - 因 4( S ) =o . 

2. 可以.如 lnkl 在 | z | = l 上. 

3. 证明两个函数中必有一个关于5的偏导数为零. 

10. 利用分式线性变换加及如=如〖的映射性质. 

11- 利用 Poisson 公式表示 • 讨论 Re 

13. 利用调和函数平均值性质的证明方法. 

15. 写出 M n O ) 和 M «(： z ) 的 Poisson 公式，再考虑 u „( z )— u m Czh 

第七章 

1* 第一个级数的收敛圆盘为 kl < l ， 第二个级数的收敛圆盘为| 2 + 1|< 
VT . 它们的和函数都是^ 

2. 求出和函数. 

3- 两边的函数可在原点的邻域内展成幂级数并且它们具有相同的收敛半径. 

4. 设极点为若在別收敛，证明 lim ( 2 — 收敛. 

n =0 

5. 利用 /( d-^rU = Res (/， C 。）） 的幂级数的收敛圆盘半径大于 / U ) 幂 

^ 么0 

级数的收敛圆盘半径，再 将一 V 展成幂级数. 

so 

6•取 00<1 •证明 |/ a) ( re itf ) 对任意的 [0, 2 tc ) 及任意々 € N 

成立.再假定2=1是正则点，进而推出矛盾. 

7. 反证法.通过关于 y 的对称延拓并由解析函数的唯一性定理推出矛盾. 

9. 不能. 


第八章 


1. 利用 Rouche 定理. 

2. 利用 Riemann 存在定理及边界对应定理转化成单位圆盘的情形. 

4. 利用单位圆盘到自身的分式线性变换. 

5. 利用满足君 ( 2 ：。）= 0 ，〆 0。）>0 的 Riemann 映射，再考虑 /( g ) — . 

g r izo) 

6. 利用三点对应确定的分式线性变换的唯一性. 

7. 利用对称延拓. 





符号说明 


C 

复数域 

1 

E 

实数域 

1 

Re 之 

复数 z 的实部 

1 

Imz 

复数 Z 的虚部 

1 

1之1 

复数的模 

3 

Argz 

辐角 

3 

argz 

主辐角 

3 

z 

共轭复数 

5 

d(z jw) — | s ： —w | 

距离函数 

7 

■ DOo ， e ) 

以2。为心的 e - 圆盘 

11 

Do(zo ， e) 

以之。为心的 e - 空心圆盘 

11 

S° 

集合5的内点集 

12 

s 

集合 S 的闭包 

12 

dS 

集合 S 的边界 

12 

d 5= \dz | 

弧长微元 

15 

_a _a 

dx f dy 

关于: r ， y 的偏导数 

21 

d a 

关于的形式偏导数 

21 

df 

函数/的微分 

21 

T P 

户点的切空间 

22 

r -. t p ^ t Kp) 

切映射 

23 

~ c = cu^ 

扩充复平面 ( Riemann 球面） 

24 

A 

Laplace 算子 

39 

A 2 (W 

•0 上平方可积函数的全体 

104 

(/，发） 

函数 /( z ) 和容(幻在4 2 (卬中的内积 

105 
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11/11 

ll/li ="(/，/) 为 / 的长度 

106 

D ( z Q 9 r f R ) 

以 & 为心，以〜及为半径的圆环 

121 

AiO ) 

a 的全纯自同胚群 

111 

m (/3) 

■0 上亚纯函数域 

133 

Res (f fz ) 

函数/在2点的留数 

141 
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名词索引 



A 


对称点 


69 



对称映射 


69 

Abel 定理 


50 

代数学基本定理 


97 


B 


Dirichlet 问题 


168 



单值性定理 


177 

闭集 


11 

对称原理 


185 

闭包 


12 


E 


闭区间套定理 


13 



边界，边界点 


12 

Euler 公式 


4,56 

本性奇点 

C 

127 

复数域 C 

F 

2 

Cauchy 准则 


10 

模 kl 


3 

Cauchy-Riemann 方程 (C-R 方程） 

37 : 

辐角 Args ： 


3 

Cauchy 定理 


83 

反解析函数 


48 

Cauchy 公式 


86 

分式线性变换 


65 

Cauchy 不等式 


100 

分式线性变换群 


67 

超越整函数 


102 

非欧几何 


113 

Cousin 问题 1 


136 

辐角原理 


147 

Cousin 问题 2 

D 

136 

分歧覆盖定理 

G 

152 

单连通 


18 

共轭运算 z — 乏 


5 

连续 


19 

共轭复数乏 


5 

单叶解析函数 


35 

孤立点 


12 

多值函数 


57 

光滑曲线，逐段光滑曲线 

15 

单值解析分支 


57 

共形映射 


35 

对数支点 


61 

共轭调和函数 


40 

代数支点 


61 

Green 公式 


82 
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H 


Liouville 定理 


101 



Lauren 级数 


121 

弧长微元 


15 

Lauren 级数的正则部分 

121 

Hurwitz 定理 


190 

Lauren 级数的主部 

121 


T 


留数 


141 


J 


留数定理 


142 

距离函数 


7 



• 

紧集 


13 


M 


极限点原理 


14 

幂级数 


49 

Jordan 曲线(简单闭曲线） 

17 

Mdbius 群 


67 

紧致化 


25 

Morera 定理 


90 

解析函数 


32 

Mittag-Leffler 问题 

134 

Jacobi 行列式 


44 

正则点 


174 

交比 


71 

奇异点 


174 

解析函数的唯一性定理 

95 

Montel 定理 


193 

极点 


127 


N 


极点的阶 


129 

1 



解析开拓 


178 

内闭一致收敛 


92 


K 


内闭一致有界 


192 



内闭等度连续 


192 

开集 


11 


O 


开覆盖 


13 



开复盖定理 


13 

欧氏度量 


113 

扩充复平面 


24 

欧氏几何 


113 

控制收敛原理 


49 


P 


开映射 


97 



开映射定理 


97 

Picard 小定理 


103 

可去奇点 


127 

Picard 大定理 


131 


L 


平均值定理 


103 



平均值不等式 


104 

连通性 


14 

平方可积函数 


-104 

连通 


16 

Poincare 度量 


113 

Laplace 算子 △ 


39 

平均值定理(调和函数） 

165 

路径积分 


79 

Possion 公式 


166 

零点孤立性定理 


95 

Possion 积分 


168 
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曲线连通 
区域 

切空间，切映射 
全纯函数 
全纯切面 
全纯切映射 


Riemann 球面 
Riemann 曲面 
儒可夫斯基函数 
Rouche 定理 
Riemann 存在定理 


实部 Rtz 
实数域 M 
三角不等式 
收敛半径 
Schwarz 引理 


调和函数 


15 

15 

22 

32 

47 

47 


28 

59 

62 

149 

191 


1 

2 

8 

51 


109,111 


39 


Weierstrass-Bolzano 定理 

14 

Weierstrass 定理 


102,130 

完全解析函数 

X 

173 

虚根 i 


1 

虚部 Imz 


1 

形式导数 u 

Y 

21 

e- 圆盘 


11 

e- 空心圆盘 


11 

一致连续定理 


20 

原函数 


91 

亚纯函数 


133 

亚纯函数域 

Z 

133 

主辐角 argz 


3 

最大连通分支 


17 

最大 ( 最小)模定理 


20 

最大模原理 


97 

整函数 


102 

最大、最小值原理 ( 调和函数） 

165 

自然定义域 


173 

自然边界 


173 

正规族 


192 


完备性 


9 



